O podstawach Informatyki
konkretnie:
od Maszyny Turinga do
wspotczesnych funkcyjnych jezykéw
programowania
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sktada sie z nieskoriczonej tasmy podzielonej na komorki oraz gtowicy, ktéra czyta z
pojedynczej komorki symbol tam zawarty (tj. 0, 1 lub blank) oraz zapisuje w komérce
symbole 0 lub 1. Gtowica steruje program (funkcja przejscia), ktéry na podstawie stanu
maszyny (zbior standw jest skonczony) oraz biezgcego odczytu gtowicy wyznacza jaki symbol
ma by¢ zapisany na tasmie oraz czy glowica ma zostaé przesunieta w prawo, lewo, czy
pozostaé na miejscu. Osiggniecie specjalnego stanu Halt oznacza zatrzymanie dziatania i tym
samym zakonczenie obliczenia.

Poczatkowo na tasmie jest skoniczony cigg zero-jedynkowy jako input, po zakoriczeniu
obliczen, wynikiem obliczen (output) jest cigg zero-jedynkowy tasmie.

Jesli kto uwaza, ze Maszyny Turinga to dobry model obliczalnosci, to niech sprébuje
skonstruowacd takg maszyne dla prostej funkcji dodajacej kolejne liczby naturalne, od 1 do n.



Maszyna rejestrowa
register machine 1950/1960

nieograniczong liczbe rejestrow R_n, n:N
R_n zawiera liczbe naturalng r_n (nieograniczony pamieciowo)

Program P zawiera skoriczong liczbe instrukcji na bazie 4
podstawowych instrukcji:

1. zero Z(n) (zamienr_nna0)
2. nastepnik S(n) //zamienr nnar n+1
3. transfer T(m; n) // zamienr_nnar_m

4. skok J(m; n;g) //jeslir m=r_n, to przejdz do instrukcji o
numerze g w P, w przeciwnym przypadku przejdz do nastepnej
instrukcji w P



Maszyna rejestrowa
register machine 1950/1960

Program realizujacy funkcje f
(zliczajaca kolejne liczby naturalne) jest prosty

wprowadzmy dodatkowsq instrukcje dla plus(m,n,k) dodawania zawartosci
dwadch rejestrow (r_m, r_n) a wynik wpisywany jest do rejestru r_k
Poczgtkowo w rejestrze r_1 jest dana wejsciowa, czylin. W rejestrachr_2,r 3,
orazr_4jest0
Program P

1.5(2)

2.5(4)

3.plus(3,2,3)

4.)(1;2;6)

5.J(4;2;1) // warunek skoku zawsze spetniony

6.STOP // wynik jestwr_3



Co to s3 obliczenia?

operacje wykonywane na liczbach, a doktadniej sekwencje
(warunkowe) takich operacji. Czyli algorytmy (programy) sktadajace sie
z takich operacji

Co to sg operacje na liczbach? Czym sg liczby?

Liczby naturalne to abstrakcja liczenia. Typ liczb naturalnych ma swdj
operator, jest to pierwotna operacja nastepnika, obiekt pierwotny, czyli
1, oraz operacje pierwotng poprzednika i pierwotne relacje rownosci,
wiekszosci i mniejszosci.

Jesli dodamy jeszcze pare aksjomatéw, w tym schemat pierwotnej
rekursji, to (plus logika predykatéw) mamy Arytmetyke Peano
pierwszego rzedu, jako formalng teorie.



Proste obliczenia

Przyktad. f:N - N, symbol N oznacza liczby naturalne
f(n) = 1+2+ ... +(n-1)+n %% to nie jest ani definicja ani konstrukcja
f(n) = f(n-1)+n oraz f(1) =1 % to jest defiicja rekurencyjna
obliczenie f(5) =

f(4) +5 =

f(3) +4 45 =

f(2) +3+4 +5 =

f(1) +2+3+4 45 =

1+2+3+4+5=15
dla uproszczenia dodawanie jest pierwotne

f(n) = n(n+1)/2 %% ale to juz jest twierdzenie



Funkcje pierwotnie rekurencyjne

W Arytmetyce Peano wystepuje schemat rekursji do definicji nowych
funkcji (z liczb naturalnych w liczby naturalne) na podstawie
poprzednio zdefiniowanych oraz postulowanych (jako pierwotne):
funkcji nastepnika, funkcji statych, projekcji. Jest jeszcze kompozycja
funkcji.

Schemat pierwotnej rekursiji. Jesli funkcje h (k - argumentowa) oraz g (
k+2 argumentowa) s3 juz zdefiniowane, to nowa funkcja f (k+1
argumentowa) jest definiowana poprzez rownosci

X= (Xq, e s Xp)

f(1,x) = h(x)

f(n+1, x) = g(n, f(n, x),x)

Obliczanie wartosci funkcji f dla zadanego argumentu n sprowadza sie
do rozpisania wedfug rownan rekurencyjnych schodzagczncolazdo1l



Funkcje rekurencyjne

Funkcje obliczalne wedtug Tezy Chucha-Tuiringa mogg by¢ czeSciowe,
tj. nie dla wszystkich argumentow okreslone

Funkcje rekurencyjne i definicje za pomocg réownosci. Pierwotna
rekursja jest przyktadem takiej definiujgcej rownosci. Funkcje
rekurencyjne (wg. Herbrand-Godel) sg definiowane poprzez
(niesprzeczne) rownosci i dowdd (w Arytmetyce), ze jest to funkcja
globalna, tj., ze jest okreslona dla wszystkich argumentow ze swojej
dziedziny.



Proste funkcjonaty

Sam schemat rekurs;ji pierwotnej to funkcjonat wyzszego rzedu F.
Bierze jako input dwie funkcje (h i g) i produkuje jako output inng
funkcje f

(h,g)~>f
F(h, g)(n, x) = f(n, x) // rownosc definiujgca
Fukcjonat F jako obiekt, ktdry mozna uzywac do obliczen?
Jak?
F(h, g)(1, x) = h(x)
F(h, g)(n+1, x) = g(n, F(h, g)(n, x) ,x)

Sg to obliczeniea symboliczne poprez przepisywanie symboli (term
rewriting) zgodnie z rownaniami definiujgcymi




Term rewriting systems

Systemy przepisywania nazw (termindw).

Ogodlnie i najbardziej abstrakcyjnie: zbiér A i relacja binarna -> na tym
zbiorze.

Elementarne obliczenie w tym systemie, to przejscie al->a2.

Przyktad. A skfada sie z wszystkich stow skoriczonych nad alfabetem:
a, b i c. Reguty przepisywania (redukcji) :

ab ->c, ca -> b, stosowane do pod-stéw (pod-termow)
term aabca

— aabca -> acca -> acb

— aabca -> aabb -> acb // acb to postaé normalna dla tego termu
term cab

— cab -> bb

— cab ->cc // brak postaci normalnej



Term rewriting systems

Termy to stowa (napisy) dla ustalonego alfabetu wedtug ustalone;j
sktadni. Alfabet to zmienne, state, symbole funkcyjne, i operatory do
konstrukcji termow, np. :

— aplikacja (), np. f(x)

— lambda abstrakcja A, np. Ax.f(x)
Kazdy term jest jakiegos typu
Symbole réwniez dla oznaczania typow

Podstawianie w termie, tj. wszystkie wystepowanie ustalonej zmiennej
wolnej w tym termie na inny term (w typowanej wersji typ
wstawianego termu musi by¢ taki sam jak typ tej zmiennej)

W rachunku lambda, reguty redukcji termow to alfa, beta, eta

Elementarne obliczenie to przejscie z termu poczatkowego do
nastepnego za pomocgy jednej z regut redukc;ji

Co jesli brak postaci normalnej? Obliczenie bez sensu?




Term rewriting systems

Ten rodzaj obliczen mozna nazwac symbolicznym. Odpowiada to
obliczeniom na kartce papieru za pomocg otowka wedtug regut
przepisywania. Tak jest z obliczeniami liczbowymi i obliczeniami
algebraicznymi na symbolach.

Mozna uzywac rownosci skierowanych (od lewej strony do prawej) jako
dodatkowych reguty przepisywania. Wtedy schemat rekursji to takze
reguty redukcji terméw. Ogdlnie wszystkie powyzsze techniki
obliczeniowe daja sie sprowadzi¢ do przepisywania termow a wiec do
obliczen symbolicznych




Termy i funkcjonaty

A i B to symbole oznaczajace typy. Typ funcyjny jest oznaczany poprzez
A->B

 ftypuA - B, oznaczenief: A-> B

e stafa a:A oraz zmienna x:A

* termy f(a), f(x) sg typu B

e term Ax.f(x) jest typu A - B, oznacza funkcje

e yjesttypuA > B, zaszjesttypuB = C

* Ay.Az.z(y(x)) jest typu (A->B) = (B->C) - (A->C), oznacza funkcjonat
kompozycji dwdch funkcji f: AB oraz g:B=>C, w funkcje h:A->C, taka

ze h(x) = g(f(x))

* Czym jest sktadanie (kompozycja) funkcji? Intuicyjnie proste i
oczywiste!



Termy i funkcjonaty

Typy jako obiekty, zmienna X oznacza , dowolny” typ
* F to symbol funkcjonatu operujacego na typach
* Przykfad. Oznaczmy , =" przez F, wtedy F(A,B) = (A->B).

Lambda abstrakcja A, np. AY.AX. F(X,Y) oznacza funcjonat, ktory bierze
dwa typy i zwraca typ funkcyjny

Zmienne dla typow
e zmienna x*jest typu A, zas xY jest typu U
o term AyY?VAZV2W AxY.(yU=VY(xY)) jest typu (U->V) = (VW) = (U>W)

oznaczmy ten term przez Comp(U,V,W), jest to Ay.Az.z(y(x)) , tj. taki sam
term z poprzedniego slajdu

 AU. AV.AW. Comp(U,V,W) --coz ten term oznacza?

* Funcjonat, ktory dla trzech konkretnych typéw (A,B i C) zwraca funkcjonat
komponujgcy dwie funkcje (f i g) odpowiednich typow, taki ze

AU. AV.AW. Comp(U,V,W)(A)(B)(C)(f)(g)(x) = g(f(x))
Intuicyjnie ten funkcjonat jest prosty i oczywisty



Po co to wszystko? No to jeszcze
jeden przyktad

Prof. Andrzej Grzegorczyk (1922-2014). Rekursja na wyzszych
skonczonych typach i funkcjonat nazwany Rekursorem Grzegorczyka.

* Notacja dla aplikacji (): f(a)(c)(n) jest to samo co ( (f(a) ) (c) )(n)
* nowy symbol funkcyjny R? typu
N > (N> (A>A))> (A> A); N to typ liczb naturalnych

term R*(n)(c)(a) ijego definicja

e dlazmiennych a:A, c: N = (A->A), oraz n:N
RA(1)(c)(a) =a
RA(n+1)(c)(a) = c(n)( R#(n)(c)(a) )

* Interpretacja: R” bierze jalo input liczbe naturalng n+1, a nastepnie c,
(tj. ciag funkcji z A do A) i zwraca jako wynik kompozycje pierwszych n
funkcji w tym ciggu. Dla n=1 wynik jest funkcja statg z A do A

* |ntuicyjnie proste i oczywiste.



Po co to wszystko? No to jeszcze
jeden przyktad

Z termu RA(n)(c)(a) robimy term poprzez lambda abstrakcje oznaczajgcy
funkcjonat

An. Ac. Aa. RA(n)(c)(a)
onaczmy ten term przez RA,

Lambda abstrakcja: AX. R¥ jest to term polimorficzny Jaki jest jego typ?
AX. R¥(A) to to samo co R*

Jaki funkcjonat ten term oznacza? - intuicyjnie jest to proste i oczywiste

* Jak wykonywac obliczenia na takich termach? Poprzez przepisywania;
w tym przypadku rownania rekurencyjne (prawostronnie skierowane)
sg regutami przepisywania. W tym celu term (napis) ma kontekst
definicyjny (Environment), ktory wyznacza jego semantyke
obliczeniowg. Bez tego kontekstu to tylko nic nie znaczacy napis.

e Zarzadzanie i operowanie takim temami i ich kontekstami nie jest
proste.



Po co to wszystko?

e Czy funkcja, funkcjonat jest nazwa plus pewne (specyficzne dla niego)
metody przepisywania jako obliczenia na nim?

 (Czyraczejterm i jego kontekst tylko opisujg funkcjonat ?

* Pojecie obiektu (funkcjonatu) wyzszego rzedu zawiera w sobie
nastepujace pojecia, ktore sg TYLKO opisywane przez termy:

typy i obiekty tych typow

typ funkcyjny i zwigzane z nim input, output

konstrukcja funkcjonatu: wejscie (input), wyjscie (output) i ciato
aplikacja argumentu do funkcjonatu: wrowadzenie argumntu do
wejscia

wynik aplikacji (jako output)

kompozycja dwoch (lub wiecej) funkcjonatéw jako potacenie
wyjscia (output) jednego funkcjonatu z wejsciem (input) drugiego
funkcjonatu

* Czy sg to konkretnie (fizycznie) realizowane pojecia?



Po co to wszystko?

Teoria. Czym s3 funkcjonaty (obiekty wyzszych rzedéw) i jak ich uzywac
w obliczeniach?

(Banach-Mazur, Rosa Peter, Kurt Godel i Andrzej Grzegorczyk, Kleene,
Kreisler, Scott, Platek, Girard, Reynolds, P. Martin-Lof, ...)

Programowanie. W jezykach funkcyjnych operowanie na obiektach
wyzszych rzedow, tj. funkcjach i funkcjonatach, sprowadza sie do
redukcji termoéw (tzw. lazy evaluation) Systemie F, Martin-Lof Type
Theory i rachunku Lambda. Obliczenia na obiektach wyzszych rzedow
jest symboliczne, tj. polega na operowaniu na symbolach.

Paradygmat I. Obliczenia na obiektach (funkcjonatach) wyzszych
rzedow moga byc tylko symbolioczne poprzez przepisywanie termow
oznaczajgcym funkcjonaty.



Von Neumann computer architecture

|t
Device

Genialne prosta

Central Processing Unit

‘ Control Unit

‘Mn“rﬂ‘

von Neumann bottleneck

Output
Device




Programowanie w komputerze von
Neumnna

begin

int n, 1, x;

input (n) ;

i:=1;

x:=0;

while (n > i) do ( i++; x:= x + 1);
output (x);

end

w asemblerze (kodzie maszynowym procesora) petla ““while" jest
troche bardziej ztozona. Ale typ int to (w realizacji, tj. kompilacji)
skonczona i ograniczona reprezentacja liczb

Zmienna to miejsca w pamieci adresowane jej nazwg. W asemblerze
nazwa zmiennej to jej adres; sg tam instrukcje warunkowego skoku (w
zaleznosci od stanu flag). W zasadzie kod jest bardzo podobny (
powiedzmy, ze izomorficzny) tylko dfuzszy. Bo przeciez kazdy program
jest kompilowany do kodu maszynowego.



Czy mozliwe s3 inne architektury ?

* TAK. Umyst cztowieka nie jest komputerem von Neuamnna (patrz *)

* (Czy zostaty skonstuowane do tej pory istotnie rézne (non-von
Neumann) komputery? NIE

* Czy mozliwa jest obliczalnos¢ niesymboliczna? Owszem, jest to
obliczalnos¢ analogowa jako przeciwienstwo do obliczen tzw.
cyfrowych.

(*) John von Neumann, The Computer and the Brain. Silliman Memorial Lectures, New Haven: Yale
University Press 1958



John Backus

P TMPLICIT REAL*8 (A-H,0-2)
"WDIMENSION Y (N),CONT (LRC)

Backus-Naur form (BNF), a widely used notation to define formal [anguage syntax



http://en.wikipedia.org/wiki/John_Backus
http://en.wikipedia.org/wiki/Backus-Naur_form
http://en.wikipedia.org/wiki/Formal_language
http://en.wikipedia.org/wiki/Syntax

Von Neumann bottleneck

Waskie gardto — ograniczona przepustowos¢ pomiedzy CPU (procesorem) a
pamiecig w poréwnaniu z rozmiarem pamieci.

CPU jest zmuszony czekac (3/4 swojego czasu lub wiecej) na dane z pamieci /zapis
danych w pamieci.

Jest to ograniczenie widoczne zwtaszcza jesli duza porcja danych ma by¢
przetworzona w stosunkowo prosty i szybki sposéb przez CPU.

Coraz bardziej zwieksza sie szybko$¢ CPU (GHz) oraz wielko$¢ pamieci (TB).
Przepustowos¢ pomiedzy CPU a pamiecig nie za bardzo.

Delegowanie czesci przetwarzania do karty graficznej, czy urzadzen INPUT-OUTPUT
niewiele daje.

Problem z waskim gardtem (von Neumann bottleneck) staje sie coraz bardziej
powazny.

Architektura hardware staje sie coraz bardziej ztozona.



Von Neumann language

Architektura komputera wg. von Neumanna jest dominujaca (i jedyna) od
samego poczatku czyli od lat 40-tych XX wieku.

Jezyk programowania von Neumanna to taki, ktéry jest izomorficzny (na
wysokom poziomie abstrakcji) z architekturg komputera von Neumanna.

lzomorfizm:
»program variables €2 computer storage cells
»control statements €2 computer test-and-jump instructions
»assignment statements ¢ fetching, storing instructions
»expressions €2 memory reference and arithmetic instructions.


http://en.wikipedia.org/wiki/Von_Neumann_architecture

Von Neumann language

metaphor from John Backus:
» assignment statements in von Neumann languages split

programming into two worlds
» The first world consists of expressions, an orderly mathematical

space with potentially useful algebraic properties: most computation

takes place here.
»The second world consists of assighnment statements



http://en.wikipedia.org/wiki/John_Backus
http://en.wikipedia.org/wiki/Mathematical_space

Von Neumann language

The von Neumann bottleneck was described by John Backus in his 1977

ACM Turing Award lecture. According to Backus:
»Surely there must be a less primitive way of making big changes in
the store than by pushing vast numbers of words back and forth
through the von Neumann bottleneck. Not only is this tube a literal
bottleneck for the data traffic

An intellectual bottleneck:
» that has kept us tied to word-at-a-time thinking instead of
encouraging us to think in terms of the larger conceptual units of the
task at hand. Thus programming is basically planning and detailing the
enormous traffic of words through the von Neumann bottleneck, and
much of that traffic concerns not significant data itself, but where to

find it.



http://en.wikipedia.org/wiki/John_Backus
http://en.wikipedia.org/wiki/Turing_Award
http://en.wikipedia.org/wiki/Word_(data_type)

Von Neumann vicious cycle

Paradigm.

Most of the current programming languages are high-level abstract
isomorphic copies of von Neumann computer architectures.

There is a vicious cycle caused by this isomorphism.

Non-von Neumann computer architectures cannot be developed
because of the lack of widely available and effective non-von
Neumann languages. New languages cannot be created because of
lack of conceptual foundations for non-von Neumann architectures.



http://en.wikipedia.org/wiki/Vicious_cycle

Von Neumann language

Value-level programs
»are those that describe how to combine various values (i.e.,
numbers, symbols, strings, etc.) to form other values until the final
result values are obtained. New values are constructed from existing
ones by the application of various value-to-value functions, such as
addition, concatenation, matrix inversion, and so on.
Conventional, von Neumann programs are value-level: expressions on the
right side of assignment statements are exclusively concerned with building
a value that is then to be stored.



http://en.wikipedia.org/wiki/Von_Neumann_programming_languages
http://en.wikipedia.org/wiki/Expression_(programming)
http://en.wikipedia.org/wiki/Assignment_statement

Non-von Neumann language

John Backus: function-level programming
»programs as mathematical objects
» program is built directly from programs that are given at the outset,
by combining them with program-forming operations or functionals.

Backus' function-level approach is different than so called functional
programming based on lambda calucus and combinatory logic
Haskell, F#, etc.

Wedtug Johna Backusa, wspotczesne jezyki programowania oparte na
rachunku lambda i symbolicznym obliczaniem na obiektach wyzszych
rzedow s3 nadal von Neumann.


http://en.wikipedia.org/wiki/John_Backus
http://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Program_(mathematical_object)&action=edit&redlink=1

Jezyki funkcyjne a funkcjonaty

Jak sg kompilowane i wykonywane termy (wyrazenia) odpowiadajace
funkcjonatom wyzszego rzedu?

Poprzez tzw. lazy evaluation", tj. dynamiczne przepisywanie termow i
modyfikacja kodu ale tylko wtedy kiedy jest to konieczne. A konieczne jest
wtedy kiedy w przypisaniu do zmiennej typu prostego wystepuje ten term,
tzn. w komorce pamieci odpowiadajgcej tej zmiennej ma byc zapisana
konkretna wartosc (konkretne bajty).

Te przypisane moze pojawic sie dopiero przy wykonywaniu programu. Co
wiecej czasami (jesli uzywane sg termy polimorficzne wyzszego rzedu)
dopiero przy wykonywaniu mozng sprawdzi¢ zgodnosé typow (? tak czy nie,
jest to ztozony problem).



Jezyki funkcyjne a funkcjonaty

Same lazy evaluation (LE) to generalnie przetwarzanie obiektéw typu string
(jakkolwiek moga to byc struktury drzewiaste). Wykonywane jest to w
sposob imperatywny, tzn. musi by¢ odpowiedni osobny kod do realizacji LE.

Modyfikacja kodu powoduje, ze wyrazenie w przepisaniu skfada sie juz z
symboli bezposrednio kompilowanych.

Ta modyfikacja wyglada na pojedyncze przypisanie (zapis w pamieci) ale po
kompilacji do kodu maszynowego jest to ogromna ilos¢ przypisan, co jest
typowe w architekturze von Neumanna.



Jezyki funkcyjne a funkcjonaty

Na czym polegajg obliczenia na funkcjonatach w typowym funkcyjnym
jezyku programowania.

Przyktad. Term AX. R* jest w kodzie zadeklarowany (jest to tzw.
Environment)

int to term oznaczajacy typ liczb catkowitych

w trakcie wykonania programu zmieniajg sie fragmenty kodu i zostanie

obliczony symbolicznie term

c typuint - (int —int) , wtakisposodb, ze spetnione sg réwnania
c(i) == £ dlakazdego i int za$

term (zadeklarowany wczesniej) £ jesttypuint — int, oraz £ (n)

to suma liczb od 1 do n



Jezyki funkcyjne a funkcjonaty

w trakcie wykonania programu (z dynamiczne modyfikowanym kodem i
powtdrng kompilacjg) pojawia sie (ewentualnie) przypisanie

int y = AX. R* (int) (2) (c) (5);

co sie wtedy dzieje? Jak ten term jest przepisany na elementarne komendy
w asemblerze (kodzie maszynowym)? Kazda komenda w asemblerze to
albo przypisanie do pamieci, rejestru, do input lub output albo komendy
kontrolne.

Jaki jest wynik, tj. co jest zapisane w pamieci pod adresem y?

Na koniec drobna uwaga. A co jesli nastgpi przepetnienie (overflow) na
zmiennych typu int? Tj. przekroczenie zakresu typu int.



Stan obecny

Paradygmat Il. W programowaniu obliczenia na obiektach
wyzszych rzedoéw moga by¢ tyko symboliczne, tzn. poprzez lazy
evaluation

Przetamanie tego paradygmatu, to jednoczesnie nowe non-von
Neumann jezyki programowania i nowa non-von Neumann

architektura komputera

Jest o co powalczyc!



Troche intuicji

Jak mozna inacze;.
Typy jako gniazda. Funkcja(funkcjonat) jako gniazdo input, ciato oraz gniazdo output.
Kompozycja jako zestawienie tgcza pomiedzy output a input




Troche intuicji

Kompozycja jako funkcjonat

composegapc : ((A— B);(B—=C)) = (A— C)

.'. ik gj \ /
ES ouT @ ouT ~ [ €]

ouT

ouT




Troche intuicji

Obiekt to uktad gniazd z ustalonymi tgczami.
Obliczenia na tych obiektach (funkcjonatach wyzszych rzeddéw) to
dynamiczne zestawianie tgcz pomiedzy gniazdami



