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Wprowadzenie
[ ]

Motto

O percepciji

As it was noticed by Adolf Lindenbaum and Alfred Tarski,
if we glue together all the sentences which represent the same thought
in a deductively closed theory in classical logic,
we get a Boolean algebra.
Intuitively, this is an algebra of thoughts for the theory.
Algebraic operators in the algebra of thoughts
correspond to logical connectives’.

' Andrzej Jankowski, Andrzej Skowron, Logic for Artificial Intelligence: A Rasiowa—Pawlak
School Perspective, in: Andrzej Mostowski and Foundational Studies, IOS Press, 2008.
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Wprowadzenie
foY Yolo)

Metazbiory — zbiory z wielowarto$ciowa relacjg nalezenia

> W klasycznej teorii mnogosci (ZFC) relacja € jest dwuwartosciowa.
» Jak sformalizowa¢ wielowarto$ciowe nalezenie?
> Popularne podejscia: zbiory rozmyte, zbiory przyblizone.

> Ich semantyka jest inna niz nalezenie elementu do zbioru opisywane
przez ZFC (stopniowanie, niepetnos¢ informaciji).

A gdyby tak rozszerzyé¢ e do funkcji o wartosciach w algebrze Boole’a ?

> Boolowskie modele [Rasiowa & Sikorski] i forcing [Scott & Solovay]
» Koncepcja metazbioru nakierowana jest na zastosowania komputerowe.

» Umozliwia wyrazanie czesciowego nalezenia, réwnosci, a nawet
czesciowej prawdziwosci ztozonych zdan.
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Wprowadzenie

> The notion of “belonging”, which plays a fundamental role in the case of
ordinary sets, does not have the same role in the case of fuzzy sets.
Thus, it is not meaningful to speak of a point x “belonging” to a fuzzy set
A except in the trivial sense of f4(x) 2 being positive. L. Zadeh, Fuzzy
Sets, Information and Control, 1965.

> Rough set theory is a new mathematical approach to imperfect
knowledge. Z. Pawlak, Transactions on Rough Sets I, Springer, 2004.

> Boolean-valued sets, and not fuzzy sets, are the vague sets we have
been looking for as the denotations of vague predicates. K. Akiba,
Boolean-valued sets as vague sets, Vague objects and vague identity,
Springer 2014.

2f,(x) jest funkcja przynaleznoéci zbioru rozmytego A.
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Wprowadzenie

Forcing — metoda dowodzenia niezaleznosci tez w klasycznej teorii mnogosci

» Twérca forcingu — Paul Cohen — otrzymat za nig Medal Fieldsa w 1966 r.
» Pierwsze zastosowanie — niezalezno$¢ hipotezy continuum: 2% = Xy

Paul Cohen. The independence of the continuum hypothesis. Proceedings of
the National Academy of Sciences of the United States of America, 1963.

Forcing boolowski

» Algebraizacja logiki: Rasiowa & Sikorski,
The mathematics of metamathematics, 1963.

» W 1967 Scott i Solovay wykorzystujg metody algebraiczne w forcingu.

> Powstaje pomyst rozszerzenia binarnej relacji € dla zbioréw do funkgiji
wartosciowanej w nietrywialnej algebrze Boole’a.

> Podstawowe definicje dotyczace metazbioréw sg wziete z forcingu.
» Zastosowane w skonczonym $wiecie, w innym celu niz pierwotny zamyst
(ktorym byto tworzenie specyficznych modeli dla ZF), dajg inne rezultaty.
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llustracja podstawowych poje¢
[ Jelelele)

eprezentacja nieprecyzyjnych danych

Woczoraj pogoda byta jednoczesnie tadna, brzydka i nijaka

deszcz miedzy 426 rano,

*

+ deszczowo wieczorem,

+ stonecznie po potudniu, , S e gy
% pochmurno rano i wieczorem. D

caly dzien
AM PM
Swit rano po potudniu wieczor

X 7N 7N X

4-6 6-8 8-10 10-12 12-14 14-16 16-18 18-20

5/19



llustracja podstawowych poje¢
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ja podstawowych poje¢
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llustracja podstawowych poje¢
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Przetwarzanie nieprecyzyjnych danych

llustracja podstawowych poje¢
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Formalizacja

Przestrzen ewaluaciji

Figure: Czesciowy porzadek w nieskoriczonym drzewie binarnym T (poziomy 0 — 2).
Strzatki wskazuja na wigkszy element w porzadku drzewa (1 jest najwigkszy).

» Drzewo T sktada sie ze wszystkich skoriczonych ciagéw binarnych.
» Gataz to nieskonczony ciag binarny o poczatku w korzeniu 1.

» Dla p € T, przez p oznaczamy zbi6r wszystkich gatezi,
ktorych p jest prefiksem (przechodzacych przez p).

> Zbiory p sa elementami algebry Boole’a zwanej algebra Cantora (IB).
» Sktada sie ona ze skonczonych sum i przecie¢ zbioréw postaci p.
» Operacje w B odpowiadajg operacjom algebraicznym na zbiorach p.
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Formalizacja
oe

Definicja metazbioru

Definicja uproszczona (do zastosowan komputerowy

Metazbidr pierwszego poziomu to zbiér postaci:
7 ={{o,p) : o jest zbiorem, pe T }.
{, ) o0znacza pare uporzagdkowana.

W klasycznej teorii mnogosci elementami zbioréw sg inne zbiory.
Podobnej cechy oczekujemy od metazbioréw z czesciowym nalezeniem.

Definicja ogélna (przez epsilon-indukcje)®

Metazbidr to zbiér pusty 7 albo zbiér postaci:

7 = {{o,p) : o jest metazbiorem, pe T }.

3To jest definicja P-nazwy z forcingu, uzasadnienie np. w rozdz. VII, §2, Kenneth Kunen,
Set Theory, An Introduction to Independence Proofs, North-Holland Publishing Company, 1980
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Formalizacja

Interpretacje

Z danego metazbioru mozemy przy pomocy gatezi* wyprodukowaé klasyczny
zbiér nazywany jego interpretacja.

Definicja uproszczona

Interpretacja metazbioru pierwszego poziomu 7, zadang przez gataz C w T
nazywamy zbiér:

7c={o0: {o,ppeT ApPeEC}.

> Interpretacja 7¢ powstaje przez usuniecie z = wszystkich par, w ktérych
p nie lezy na gatezi C,

> a nastepnie zastgpienie pozostatych par ich pierwszymi elementami.

Przyktad: 7¢ zalezy od C

Niechpe TiT = {{(J,p)}. Jedli C jest galezia, to:
lj eC = e = { §25 }
pgC — 1c=¢.

4Gafaz C w T to taficuch maksymalny. Inaczej: funkcja N — {0, 1} , nieskoficzony ciag 0-1
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Formalizacja

Wymuszanie

¢( . x") — formuta w jezyku teorii mnogosci (symbole relacji € i =)
» x',...x" — zmienne wolne w ¢
> z/‘ . " — metazbiory

v

Jesli za zmienne wolne w ¢(x', ... x") podstawimy metazbiory v, ... 0",
a zmienne zwigzane ograniczymy do klasy metazbioréw, to otrzymamy
zdanie ®(v',...").

> Np. dla ¢ = x € y i podstawienia x < o, y < 7, otrzymujemy ¢ = o € 7.

» Abstrahujac od sensu teoriomnogo$ciowego zdania (v, ... ") (jaki
ma sens o € 7?), nadamy mu warto$¢ pewnosci w algebrze IB.

» Dla danej gatezi C, zdanie (v, ... %) moze byé prawdziwe lub
fatszywe, np., oc € ¢ moéwi, ze zbiér o¢ nalezy do zbioru 7.

Definicja wymuszania

Warunek p € T wymusza zdanie ®(v',...v") (ozn. p |- ¢), gdy dla kazdej
gatezi C zawierajgcej p, zdanie ® (1, ... ) jest prawdziwe.
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Wartosciowanie zdan

Definicja: wartosciowanie podzbiorami T

Stopniem pewnosci dla ® nazywamy zbior

[ =max{peT:pl-d}.

Ewaluacja w algebrze Cantora

p € B jest zbiorem

|||¢”| = \/ b wszystkich gatezi

pel®| zawierajacych p

llee € 7|l|(, 7) jest funkcja przynaleznosci (1 do 7) wartosciowang w B.

Definicja: warto$ciowanie w R,
Wartoscia pewnosci dla ¢ nazywamy liczbe (|p| ozn. dtugos¢ ciagu p)
1
b= ) 17 -
pel|®]]
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Podstawowe relacje

Relacje dla metazbioréw definiuje sie przez interpretacje i wymuszanie.

Definicja warunkowego (czes$ciowego) nalezenia dla metazbioréw

Niech p, 7 bedg metazbiorami, a p € T. Powiemy, ze p nalezy do = pod
warunkiem p (0zn. pep 7), jeSlip I+ p € 7.

Zatem, u €, T gdy dla kazdej gatezi C zawierajacej p zachodzi uc € 7c.

> Definiujemy nieskoriczenie wiele symboli relacji nalezenia {¢,: pe T }.

» Umozliwiajg one wyrazanie ré6znych stopni nalezenia.

> Nalezenie warunkowe odzwierciedla fakt, ze metazbiér . moze
w pewnych okolicznos$ciach (wyrazonych przez p) nalezeé do
metazbioru 7, a w innych nie.

» Stopien nalezenia 1 do 7, bedacy elementem algebry BB, jest
zdeterminowany przez zbiér warunkéw p € T, ktére wymuszajg u € T,
czyli zachodzi v ep 7.

Przyktad: stopien nalezenia metazbioréow

Jesli ep 7 i €q T, to stopien nalezenia . do 7 jest p v g € B.
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Podstawowe relacje

Analogicznie definiujemy warunkowa réwnos¢ oraz negacje relacii.

Definicja warunkowej (czesciowej) réwnosci dla metazbioréw

u jest rowny T pod warunkiem p (i ~p 7), gdy p I+ p = 7.

Nalezenie (réwnos¢) pod warunkiem p = 1 przypomina klasyczna, ostrg
relacje dla zwyktych zbioréw (catkowita prawda lub fatsz).

Negacje nalezenia i rbwnosci

> w nie nalezy do T pod warunkiem p (u ¢, 7), 9dy p I 1 & T,
> w jest rézny od T pod warunkiem p (p #p ), 9dy p I (1 # 7.

> Nienalezenie nie jest zaprzeczeniem nalezenia
> r6znosc¢ nie jest zaprzeczeniem réwnosci.
Przyczyna:
—'Vc He € Tc Eid Vc He $ TC

16/19



Formalizacja

Wiasciwos$ci mnogosciowe

» Dla metazbioréw pierwszego poziomu mozna zdefiniowa¢ operacje
algebraiczne: sume (v), réznice () i czes$€ wspolng (w) .

> Definicje sa tatwo i efektywnie implementowalne.

» Operacje sg zgodne z czeéciowym nalezeniem i réwnosécig, np:°

(g} ~{KD,p-0)} ={{F,p-1)}

Twierdzenie

Operacje algebraiczne dla metazbioréw spetniajg aksjomaty
algebry Boole’a.

Przyktad: prawo De Morgana

Niech «, 8, 6 beda metazbiorami pierwszego poziomu, oraz niech o  § i
B = §. Zachodzi:

dx(anfB) ~ (Ovxa)u(dxp).

5p-0ip-1 oznaczaja bezposrednich potomkéw wezta p w drzewie T
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Formalizacja

Wiasciwos$ci mnogosciowe

Definicja mocy ogéina

Moc metazbioru 7 to funkcja 7: 2 — On taka, ze dla kazdej gatezi C € 2*
zachodzi:

7(C) = |me|.

Moc metazbioru 7 przyporzadkowuje moce jego interpretacji |7c| (bedace
liczbami porzgdkowymi) gateziom T.

Moc w zastosowaniach komputerowych

Moc skonczonych metazbioréw pierwszego poziomu mozna przedstawi¢ jako
funkcje schodkowa (kawatkami statg) 7: [0,1) — IN.

Dla takich metazbioréw mozna okresli¢ pojecie réwnolicznosci zgodne z
moca tak, ze metazbiory réwnoliczne majg réwng moc
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Dziekuje za uwage
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