O pewnych modyfikacjach/usprawnieniach

algorytmu grupowania spektralnego

Stawomir T. Wierzchoh

http://www.ipipan.waw.pl/ stw/sem080517

Instytut Podstaw Informatyki PAN

PAN

Seminarium instytutowe

Warszawa, 8 maja 2017



http://www.ipipan.waw.pl/~stw/sem080517

Algorytm NJW

]

Jadrowe grupowanie spektralne

]

Grupowanie ewolucyjne

B

Proste recepty

&

Randomizowany SVD

Niepetny rozktad Choleskiego

=

Rozszerzenie Nystroma

S.T. Wierzchon IPI PAN



Algorytm NJW (

IPI PAN



https://papers.nips.cc/paper/2092-on-spectral-clustering-analysis-and-an-algorithm.pdf

Algorytm NJW (

WE: symetryczna macierz S taka, ze s;; =0
wyznacz § = D~1/25p-1/2,
D = diag(Se) = diag(dy,...,dm)
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Algorytm NJW (

WE: symetryczna macierz S taka, ze s;; =0
wyznacz § = D~1/25p-1/2,
D = diag(Se) = diag(dy,...,dm)
wyznacz Y = (y1,...,yk); yj — j-ty dominujacy wektor
wiasny S
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Algorytm NJW (

WE: symetryczna macierz S taka, ze s;; =0
wyznacz § = D~1/25p-1/2,
D = diag(Se) = diag(dy,...,dm)
wyznacz Y = (y1,...,yk); yj — j-ty dominujacy wektor

wiasny S
rzutuj wiersze macierzy Y na sfere jednostkows, tzn. utworz
macierz Z = [z;], i=1,...,m, j=1,..., k o elementach

zi = yij/llyill
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https://papers.nips.cc/paper/2092-on-spectral-clustering-analysis-and-an-algorithm.pdf

Algorytm NJW (

WE: symetryczna macierz S taka, ze s;; =0
wyznacz § = D~1/25p-1/2,
D = diag(Se) = diag(dy,...,dm)
wyznacz Y = (y1,...,yk); yj — j-ty dominujacy wektor

wiasny S
rzutuj wiersze macierzy Y na sfere jednostkows, tzn. utworz
macierz Z = [z;], i=1,...,m, j=1,..., k o elementach

zi = yij/llyill

wyznacz finalny podziat danych reprezentowanych przez
macierz Z.
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https://papers.nips.cc/paper/2092-on-spectral-clustering-analysis-and-an-algorithm.pdf

Algorytm NJW — dlaczego dziata?
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Algorytm NJW — dlaczego dziata?

Dane s3 3 roztaczne grupy Ci, G, G5

s o o0 £® 0 0
S=| 0 s@ o = L£=] 0 £®& o
0 0o sG 0 0o r®

Dominujace wektory witasne

YW o0 0] e, 0 0
Y= 0 y®@ o |,yD=vVDllec =>Z=| 0 e O
0 0 y(3) 0 0 eC3
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Algorytm NJW - wyznaczanie finalnego podziatu danych
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http://dl.acm.org/citation.cfm?id=2891460.2891520
https://papers.nips.cc/paper/1992-spectral-relaxation-for-k-means-clustering.pdf
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0377042712003093
https://arxiv.org/abs/1609.08251

Algorytm NJW - wyznaczanie finalnego podziatu danych

Zastosuj:

algorytm k-$rednich,
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Algorytm NJW - wyznaczanie finalnego podziatu danych

Zastosuj:
algorytm k-$rednich,

algorytm rotacji spektralnej (Huang, Nie, & Huang, 2013):
ming 4 || YQ — H||r p.o. QTQ =1, H € {0,1}m™*k,
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Algorytm NJW - wyznaczanie finalnego podziatu danych

Zastosuj:

algorytm k-$rednich,

algorytm rotacji spektralnej (Huang, Nie, & Huang, 2013):
ming 4 || YQ — H||r p.o. QTQ =1, H € {0,1}m™*k,

QR faktoryzacje (Zha, He, Ding, Gu, & Simon, 2001),
(Freder, & van Barel, 2010), (Damle, Minden, & Ying)
[Q,R,P]=qr(Y"); %QTQ =1, P — macierz permut.
u=inv(R(1:K,1:K))*R*P’;

[tmp,r1]=max(abs(uT),[],2);
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Algorytm NJW - wyznaczanie finalnego podziatu danych

Zastosuj:

algorytm k-$rednich,

algorytm rotacji spektralnej (Huang, Nie, & Huang, 2013):
ming 4 || YQ — H||r p.o. QTQ =1, H € {0,1}m™*k,

QR faktoryzacje (Zha, He, Ding, Gu, & Simon, 2001),
(Freder, & van Barel, 2010), (Damle, Minden, & Ying)
[Q,R,P]=qr(Y"); %QTQ =1, P — macierz permut.
u=inv(R(1:K,1:K))*R*P’;

[tmp,r1]=max(abs(uT),[],2);
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Algorytm NJW - wyznaczanie finalnego podziatu danych

Zastosuj:

algorytm k-$rednich,

algorytm rotacji spektralnej (Huang, Nie, & Huang, 2013):
ming 4 || YQ — H||r p.o. QTQ =1, H € {0,1}m™*k,

QR faktoryzacje (Zha, He, Ding, Gu, & Simon, 2001),
(Freder, & van Barel, 2010), (Damle, Minden, & Ying)
[Q,R,P]=qr(Y"); %QTQ =1, P — macierz permut.
u=inv(R(1:K,1:K))*R*P’;

[tmp,r1]=max(abs(uT),[],2);
Dla Z € R?900%3: warjant (1) trwa 0.03737 4 0.00958, a

randomizowany wariat (3): 10-%(4.8034 4 5.0504) ~ 0.001067
(Srednie z 50 powtdrzen).
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Algorytm NJW a bfadzenie losowe

Jezeli (\, ¢) jest para wasng S = D~1/2SD~1/2 to:

D—l/ZSD—1/2¢ — )\(ls
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http://www.cs.ucsb.edu/~veronika/MAE/arandomwalksviewofimgsegmt_meila_shi_nips00.pdf

Algorytm NJW a bfadzenie losowe

Jezeli (\, ¢) jest para wasng S = D~1/2SD~1/2 to:

DY25D72¢ = \p| x D™Y/?
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Algorytm NJW a bfadzenie losowe

Jezeli (\, ¢) jest para wasng S = D~1/2SD~1/2 to:

DY25D72¢ = \p| x D™Y/?

D7IS(D7V2p) = A(D7V/?
& ( ; $) = A( y ?)
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http://www.cs.ucsb.edu/~veronika/MAE/arandomwalksviewofimgsegmt_meila_shi_nips00.pdf

Algorytm NJW a bfadzenie losowe

Jezeli (\, ¢) jest para wasng S = D~1/2SD~1/2 to:

DY25D72¢ = \p| x D™Y/?

D7IS(D7V2p) = A(D7V/?
DS ¢) = A( ?)
P ¥ v
tzn. (A, D_l/ng) jest para wtasng macierzy P = D71S.
W kroku (2) algorytmu NJW mozna liczyé dominujace wektory
macierzy P (Meild, & Shi, 2000).
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Wyzwania podejscia spektralnego
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Wyzwania podejscia spektralnego

m Zfozono$¢ pamieciowa: O(m?),
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Wyzwania podejscia spektralnego

m Zfozono$¢ pamieciowa: O(m?),

m Ztozonoé¢ czasowa O(m?)
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Wyzwania podejscia spektralnego

m Zfozono$¢ pamieciowa: O(m?),
m Zfozono$é czasowa O(m?)

m Jak klasyfikowa¢ nowe obserwacje?
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m It is not clear what we are optimizing when doing spectral
clustering.

m Due to the lack of a clear optimization problem, the
parameters selection is not straightforward.

m Clustering of new points should rely on approximation
techniques.
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http://www.esat.kuleuven.be/sista/lssvmlab/pami2010.pdf

PCA & KPCA (

PCA KPCA
Xe=(X1=Hy -, Xm—p1), K(xi, xi) = o(xi) o(x;) = sij,
p= X o X = F
T =cov(Xc) = TXXT Ke = McKMc, M =1 — Lee®
[U,A\] = eig(X), [U,A] = eig(Kc).
Uk:(ul,...,uk), Uk:(ul,...,uk)
proj;(y) = ujy proj;(y) = X uKe(y, xi)

S.T. Wierzchon IPI PAN


http://link.springer.com/chapter/10.1007/BFb0020217

SVM a LS-SVM (1)

{(x,-,y)}}ll — zbiér trenujacy,
yi € {—1,+1}. Jezeli dane s3

liniowo separowalne, to szukamy 5
hiperptaszczyzny w'x + b takiej, ¢ e
ze ' :
o}
L= O
T, >0 gdy x; € Cy WEER s
WX'—{_b{<0 gdy x; € C_ o = S
]
Sformutowanie: . .
1 [ ] ]
min EWTW p.o. yi(wTx + b) > 1
w
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SVM a LS-SVM (2)

Gdy dane nie s3 liniowo separowalne, wprowadza sie zmienne
dopetniajace &;, co prowadzi do zadania:

1 m
min §WTW +cY & pwyi(wWixi+b)>1-6,6>0

W,b,e; i—1

Jego rozwigzanie nie jest trywialne!
Suykens & Vandewalle (1999) zaproponowali alternatywne
sformutowanie

1 1 &
min ~wTw + 5 Ze,?, p-w. yi(w'x; + b) =1 — ¢
i=1

Wvbvel'
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http://link.springer.com/article/10.1023/A:1018628609742

Wazony jadrowy algorytm PCA

1 ok
min J(ug, py, be) = —pre Wp, — ZU}W
M= 25

st.pp=Fup+be, (=1....np>k—-1

gdzie F = (¢(x1); .. .; ¢(xm)), W — macierz wag, np. W = D~L.
Lagrangian:

nk
£(ug, py, be) = 2— Z Yep Wp, — Z ujug
=1 23

— Z a}(pe — FUg — bge)
(=1

gdzie ay — mnozniki Lagrange’a.
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Wazony jadrowy algorytm PCA

Warunki optymalnosci Problem dualny
aug—0=>Ug— WMSaoy = My, £=1,...,n
Flay Ao =m/vy,
g,g 0= = S(xi,x;) = FFT(x;,x;) = K(x;, x;),
fﬁ oraz
LD p,
gf—0=>eae M=T- ee’ W
W
v = 0= v
p;—Fup— be=0 Gdy W =1 = WKPCA=KPCA.

b=-

1
Z)_[lee TWSA,,, An, = (a1, ...,
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Wazony jadrowy algorytm PCA

Warunki optymalnosci Dalsze wtasnosci
| =0=u= B (1) & (4): Z = SAn + be,
Floy a dla nowych obserwacji
gfe—O:>ag: Y1, s Ympew }:
1p1p, 7w = Snew A L+ be,
82 gdzie 5™ (yi,x;) = K(yi, X))

82
6ag_0:>

p[—FUg—bgezo

(2): sign(p)) = sign(ay)
(3):ea1 =0=n=k—-1
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Komentarz

Problem dualny do problemu

1 2k
min J(ug, py, be) = 2—Z’Y£Pe Wp, — ZUEUZ
=1 =1
st.pp=Fuy, (=1,....n>k—-1
ma postaé

WSa = A

Gdy W = D! otrzymujemy algorytm MS, a przyjmujac ¢, = ay
— algorytm NJW.
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Grupowanie spektralne z WKPCA - klasyfikacja obserwacji

Error correcting output codes (Dietterich, Bakiri, 1995):
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http://www.jair.org/media/105/live-105-1426-jair.pdf

Grupowanie spektralne z WKPCA - klasyfikacja obserwacji

Error correcting output codes (Dietterich, Bakiri, 1995):

m Binaryzuj wiersze a’ macierzy An,:
¢ =sign(a) € {~1,1}k1 i=1,....m
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Grupowanie spektralne z WKPCA - klasyfikacja obserwacji

Error correcting output codes (Dietterich, Bakiri, 1995):

m Binaryzuj wiersze a' macierzy An,:
¢ =sign(a) € {~1,1}k1 i=1,....m
m Utwdrz ksigzke kodowa z k najbardziej popularnych stéw.

S.T. Wierzchon IPI PAN


http://www.jair.org/media/105/live-105-1426-jair.pdf

Grupowanie spektralne z WKPCA - klasyfikacja obserwacji

Error correcting output codes (Dietterich, Bakiri, 1995):
m Binaryzuj wiersze a' macierzy An,:
¢ =sign(a) € {~1,1}k1 i=1,....m
m Utwdrz ksigzke kodowa z k najbardziej popularnych stéw.

m przydziel obserwacje x; do grupy gi = arg min dy/(sign(a;), ¢j)
J

S.T. Wierzchon IPI PAN


http://www.jair.org/media/105/live-105-1426-jair.pdf

Grupowanie spektralne z WKPCA - klasyfikacja obserwacji

Error correcting output codes (Dietterich, Bakiri, 1995):
m Binaryzuj wiersze a' macierzy An,:
¢ =sign(a) € {~1,1}k1 i=1,....m
m Utwdrz ksigzke kodowa z k najbardziej popularnych stéw.

m przydziel obserwacje x; do grupy gi = arg min dy/(sign(a;), ¢j)
J

m dla nowej obserwacji y; wyznacz wektor zp = S(yy, -)An, + b
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Grupowanie spektralne z WKPCA - klasyfikacja obserwacji

Error correcting output codes (Dietterich, Bakiri, 1995):

m Binaryzuj wiersze a' macierzy An,:
¢ =sign(a) € {~1,1}k1 i=1,....m
Utworz ksigzke kodowa z k najbardziej popularnych stéw.

przydziel obserwacje x; do grupy gi = argmin dy(sign(«;), ¢j)
J

dla nowej obserwacji y; wyznacz wektor zp = S(y, -)An, + b

przydziel obserwacje y, do grupy gy = arg min dy(sign(z), ¢;)
J
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Podziat przestrzeni obserwacji (1)

Rysunek: Dane trenujace i ich rozszerzenie
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Podziat przestrzeni obserwacji (2)

Xtest - classied

Rysunek: Dane trenujace i ich rozszerzenie
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Projekcje danych testowych na dominujace wektory wtasne

Rysunek: Grupy liniowo separowalne oraz grupy cze$ciowo nakfadajace sie
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Grupowanie ewolucyjne

W przypadku danych ewoluujacych w czasie, wyniki grupowania
powinny odzwierciedlaé aktualny stan a jednocze$nie nie powinny
dramatyczne rézni¢ sie od poprzednich wynikéw. Podejscia:
m (Chakrabarti, Kumar, & Tomkins, 2006)
m (Chi, & et al., 2009)
m (Langone, van Barel, & Suykens, 2016):
max e tr{(Z®)T[nS® + (1 — )SEN]Zz(H}, p.o.
(z(t))Tz(t) — 1(®)
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Nowe podejscia do pokonywania ztozonosci
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http://www.stat.berkeley.edu/~mmahoney/pubs/RandNLA_in_CACM_2016.pdf
http://www.stat.berkeley.edu/~mmahoney/pubs/RandNLA_in_CACM_2016.pdf
http://arxiv.org/abs/1608.04481
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0925231211000592
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0925231211000592
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0377042712003093
https://arxiv.org/abs/1602.02018
https://arxiv.org/abs/1602.02018

Nowe podejscia do pokonywania ztozonosci

RanNLA — Randomized Numerical Linear Algebra (Drineas,
& Mahoney, 2016),(Mahoney, 2016): Randomizacja jako
narzedzie wspomagajace konstrukcje algorytmdw o matym
czasie wykonywania i lepszej stabilnosci. Jednym z gtéwnych
chwytéw jest sketching: zastapienie duzej macierzy A
mniejsza, np. A = AQ, ktéra reprezentuje istotne wiasnosci A.
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Nowe podejscia do pokonywania ztozonosci

RanNLA — Randomized Numerical Linear Algebra (Drineas,
& Mahoney, 2016),(Mahoney, 2016): Randomizacja jako
narzedzie wspomagajace konstrukcje algorytmdw o matym
czasie wykonywania i lepszej stabilnosci. Jednym z gtéwnych
chwytéw jest sketching: zastapienie duzej macierzy A
mniejsza, np. A = AQ, ktéra reprezentuje istotne wiasnosci A.

Sparsity (wybdr podzbioru obserwacji z X): (Alzate, &
Suykens, 2011), (Federix, & van Barel, 2010), oraz
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Nowe podejscia do pokonywania ztozonosci

RanNLA — Randomized Numerical Linear Algebra (Drineas,
& Mahoney, 2016),(Mahoney, 2016): Randomizacja jako
narzedzie wspomagajace konstrukcje algorytmdw o matym
czasie wykonywania i lepszej stabilnosci. Jednym z gtéwnych
chwytéw jest sketching: zastapienie duzej macierzy A
mniejsza, np. A = AQ, ktéra reprezentuje istotne wiasnosci A.

Sparsity (wybdr podzbioru obserwacji z X): (Alzate, &
Suykens, 2011), (Federix, & van Barel, 2010), oraz

Compressed sensing, np. (Tremblay, Puy, Gribonval, &
Vandergheynst, 2016)
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http://arxiv.org/abs/1608.04481
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https://arxiv.org/abs/1602.02018
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Proste recepty (1)

Wybierz p < m reprezentantéw i wykonaj grupowanie spektralne
na macierzy S,eq € RP*P. Przydziel pozostate punkty do skupien
wyznaczonych przez najblizszych reprezentantéw. Por.

m Shinnou & Sasaki, 2008
m Yan, Huang & Jordan, 2009
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https://pdfs.semanticscholar.org/80b4/56b98687fe046b618948a505d9e846eebd47.pdf
https://people.eecs.berkeley.edu/~jordan/papers/yan-huang-jordan-kdd09.pdf

Proste recepty — ilustracja (dane wejéciowe (cassini))
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Proste recepty — ilustracja (wybdr reprezentantéw)
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Proste recepty — ilustracja (graf podobienstwa)




Proste recepty — ilustracja (podziat koficowy)
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Proste recepty — ilustracja (podziat z k-means)
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Proste recepty (2a) (
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http://www.cs.cmu.edu/~xinleic/papers/aaai11.pdf

Proste recepty (2a) (

m Dane: X = (x1,...,xm) € R™™.
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Proste recepty (2a) (

m Dane: X = (x1,...,xm) € R™*™,

m NMF reprezentacja danych: X ~ WH, gdzie
W = (w,...,wp) € R™P to zbiér poje¢/sktadowych, p < m,
H=(hl,..., hy) € RP*™ Wtedy:

p
Xj ~ Z wihjj = Wh;
i=1
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Proste recepty (2a) (

m Dane: X = (x1,...,xm) € R™*™,

m NMF reprezentacja danych: X ~ WH, gdzie
W = (w,...,wp) € R™P to zbiér poje¢/sktadowych, p < m,
H=(hl,..., hy) € RP*™ Wtedy:

p
Xj ~ Z wihjj = Wh;
i=1

m Rzadka reprezentacja: macierz H jest rzadka, np.:

K(w;,x;) ] .
hy={ Siikm) E Nw (. r)
0 wp.p.

Nw(j, r) = zbiér r < p poje¢ najblizszych x;, K(w;, x;) —
stopien podobiefstwa w; do Xx;.
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Proste recepty (2b) Algorytm LSC (
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http://www.cs.cmu.edu/~xinleic/papers/aaai11.pdf

Proste recepty (2b) Algorytm LSC (

m Rzadka macierz podobieistwa S = ZTZ = HTC1H, gdzie
Z=CY2Hi C =diag(ci,...,c), i =Y h.
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Proste recepty (2b) Algorytm LSC (

m Rzadka macierz podobieistwa S = ZTZ = HTC1H, gdzie
Z=CY2Hi C =diag(ci,...,c), i =Y h.

m Skoro 3 - hj=1to 3 ;sj=1 czyli D=1=
L=L=1-27Z.
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Proste recepty (2b) Algorytm LSC (

m Rzadka macierz podobieistwa S = ZTZ = HTC1H, gdzie
Z=CY2Hi C =diag(ci,...,c), i =Y h.

m Skoro 3 - hj=1to 3 ;sj=1 czyli D=1=
L=L=1-27"Z.

m Jezeli Z = AL BT, gdzie ¥ = diag(o1,...,0p), to:
277 = AS2AT, Z7Z = BY?BT, czyli kolumny A (odp. B) to
wektory wtasne macierzy ZZ* (odp. Z'Z = S). Macierz
ZZ" € RP*P, tzn. czas wyznaczenia A O(p®). BT = ¥ 1ATZ.
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Proste recepty (2b) Algorytm LSC (

m Rzadka macierz podobieistwa S = ZTZ = HTC1H, gdzie
Z=CY2Hi C =diag(ci,...,c), i =Y h.

m Skoro 3 - hj=1to 3 ;sj=1 czyli D=1=
L=L=1-27Z.

m Jezeli Z = AL BT, gdzie ¥ = diag(o1,...,0p), to:
ZZ" = AY2AT, Z'Z = BY?B", czyli kolumny A (odp. B) to
wektory wtasne macierzy ZZ* (odp. Z'Z = S). Macierz
ZZ" € RP*P, tzn. czas wyznaczenia A O(p®). BT = ¥ 1ATZ.

m Problemy: (a) Jak wybiera¢ kolumny W? Losowo, albo
stosujac k-means. (b) btad || X — WH||r moze by¢ duzy.
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llustracja algorytmu LSC

Dla zbioru cassini przyjeto:

m = 2000, p = 150, r = 4.

Czas obliczen: 0.728232 s
Doktadnoéé¢: 100%

Algorytm NJW wymaga > 1,4 s.

Rysunek: Macierz HT
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Randomizowany SVD (

Etapy randomizowanego SVD:
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https://arxiv.org/abs/0909.4061
https://arxiv.org/abs/0909.4061
https://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/47835-randomized-singular-value-decomposition

Randomizowany SVD (

Etapy randomizowanego SVD:
m znajdz ortogonalng macierz @ € R™*" taka, ze

IT— QRMA|| < e:

Ztozono$¢ dla macierzy wymiaru m x m: O((q + r)rm).
Doktadnos¢ — por. s. 10 w (Halko et al., 2011). Przyktadowy kod.

S.T. Wierzchon IPI PAN


https://arxiv.org/abs/0909.4061
https://arxiv.org/abs/0909.4061
https://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/47835-randomized-singular-value-decomposition

Randomizowany SVD (

Etapy randomizowanego SVD:
m znajdz ortogonalng macierz @ € R™*" taka, ze

IT— QRMA|| < e:

m losowa macierz gaussowska Q2 € R™*", r < min(m, n)

Ztozono$¢ dla macierzy wymiaru m x m: O((q + r)rm).
Doktadnos¢ — por. s. 10 w (Halko et al., 2011). Przyktadowy kod.
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Randomizowany SVD (

Etapy randomizowanego SVD:
m znajdz ortogonalng macierz @ € R™*" taka, ze

1T = QQMA| <
m losowa macierz gaussowska Q € R™*", r < min(m, n)
m Y = (AAT)IAQ, g € {1,2}

Ztozono$¢ dla macierzy wymiaru m x m: O((q + r)rm).
Doktadnos¢ — por. s. 10 w (Halko et al., 2011). Przyktadowy kod.
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Randomizowany SVD (

Etapy randomizowanego SVD:
m znajdz ortogonalng macierz @ € R™*" taka, ze
IT— QRMA|| < e:
m losowa macierz gaussowska Q2 € R™*", r < min(m, n)
m Y = (AAT)IAQ, g € {1,2}
= [Q,R] = QR(Y)

Ztozono$¢ dla macierzy wymiaru m x m: O((q + r)rm).
Doktadnos¢ — por. s. 10 w (Halko et al., 2011). Przyktadowy kod.
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Randomizowany SVD (

Etapy randomizowanego SVD:
m znajdz ortogonalng macierz @ € R™*" taka, ze

IT— QRMA|| < e:
m losowa macierz gaussowska Q2 € R™*", r < min(m, n)
m Y = (AAT)IAQ, g € {1,2}
" [Q,R] = QR(Y)
m wiasciwy SVD

Ztozono$¢ dla macierzy wymiaru m x m: O((q + r)rm).
Doktadnos¢ — por. s. 10 w (Halko et al., 2011). Przyktadowy kod.
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Randomizowany SVD (

Etapy randomizowanego SVD:
m znajdz ortogonalng macierz @ € R™*" taka, ze
1T = QQMA| <

m losowa macierz gaussowska Q2 € R™*", r < min(m, n)
m Y = (AAT)IAQ, g € {1,2}
= [Q,R] = QR(Y)

m wiasciwy SVD
m wyznacz macierz B = QTA € R™X™

Ztozono$¢ dla macierzy wymiaru m x m: O((q + r)rm).
Doktadnos¢ — por. s. 10 w (Halko et al., 2011). Przyktadowy kod.
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Randomizowany SVD (

Etapy randomizowanego SVD:
m znajdz ortogonalng macierz @ € R™*" taka, ze
1T = QQMA| <
m losowa macierz gaussowska Q2 € R™*", r < min(m, n)
m Y = (AAT)IAQ, g € {1,2}
= [Q,R] = QR(Y)
m wiasciwy SVD

m wyznacz macierz B = QTA € R™X™
m znajdZ rozktad UX VT macierzy B

Ztozono$¢ dla macierzy wymiaru m x m: O((q + r)rm).
Doktadnos¢ — por. s. 10 w (Halko et al., 2011). Przyktadowy kod.
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Randomizowany SVD (

Etapy randomizowanego SVD:
m znajdz ortogonalng macierz @ € R™*" taka, ze
1T = QQMA| <
m losowa macierz gaussowska Q2 € R™*", r < min(m, n)
m Y = (AAT)IAQ, g € {1,2}
= [Q,R] = QR(Y)
m wiasciwy SVD

m wyznacz macierz B = QTA € R™X™
m znajdZ rozktad UX VT macierzy B
B Ax (QU)ZVT

Ztozono$¢ dla macierzy wymiaru m x m: O((q + r)rm).
Doktadnos¢ — por. s. 10 w (Halko et al., 2011). Przyktadowy kod.
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Randomizowany SVD, cd. (

Jezeli |U — U2 < ¢, to grupowania wyznaczone z U i U s3
identyczne. Krok (2) w algorytmie NJW zastgpiono przez:
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Randomizowany SVD, cd. (

Jezeli |U — U2 < ¢, to grupowania wyznaczone z U i U s3
identyczne. Krok (2) w algorytmie NJW zastgpiono przez:

m Niech Y € R™ zawiera k dominujacych wektoréw
osobliwych macierzy B = (SST)9SQ, gdzie Q € R™*K jest
macierza gaussowska

Ztozonoéé: O((m?kq + k?m).
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Randomizowany SVD, cd. (

Jezeli |U — U2 < ¢, to grupowania wyznaczone z U i U s3
identyczne. Krok (2) w algorytmie NJW zastgpiono przez:
m Niech Y € R™ zawiera k dominujacych wektoréw
osobliwych macierzy B = (SST)9SQ, gdzie Q € R™*K jest
macierza gaussowska

m Zastosuj algorytm k Srednich do wierszy macierzy Y.
Ztozonoéé: O((m?kq + k*m).
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Niepetny rozktad Choleskiego (1)
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http://www.jmlr.org/papers/volume3/bach02a/bach02a.pdf
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0925231211000592
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0925231211000592
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0377042712003093

Niepetny rozktad Choleskiego (1)

Rozktad Choleskiego-Banachiewicza: Jezeli K = 0, to
K = GGT, gdzie G € R™*™ _ macierz tréjkatna dolna
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Niepetny rozktad Choleskiego (1)

Rozktad Choleskiego-Banachiewicza: Jezeli K = 0, to
K = GGT, gdzie G € R™*™ _ macierz tréjkatna dolna

Niepetny rozktad Choleskiego: Dla K > 0 szukamy trdjkatne;
macierzy C € R™*" takiej, ze ||[K — CCT||r < 7, przy czym
r < m (Bach & Jordan, 2002).
Zalety:
(a) ztozonos¢ czasowa O(mr?),
(b) wystarcza znajomo$¢ diagonali K (gdy K jest
gaussowskie, diag(K) =e),
(c) jezeli wartosci wtasne K szybko zanikaja, dekompozycja
skutkuje niska wartoscig 1 oraz r < m (Alzate, & Suykens,
2011) (Frederix, & van Barel, 2013).
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Niepetny rozktad Choleskiego (3)

Aby wyznaczyé dominujace wektory wtasne macierzy
S=D"125p71/2, 50,
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Niepetny rozktad Choleskiego (3)

Aby wyznaczyé dominujace wektory wtasne macierzy
S=D"1Y25D712, S -0,
S =CCT, % C = chol_gauss(X,sigma,tol)
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Niepetny rozktad Choleskiego (3)

Aby wyznaczyé dominujace wektory wtasne macierzy
S=D"125p71/2, 50,
S = CCT, % C = chol_gauss(X,sigma,tol)
D = diag(CC")e = C(C"e) = C * sum(C, 2)
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Niepetny rozktad Choleskiego (3)

Aby wyznaczyé dominujace wektory wtasne macierzy
S=D"125p71/2, 50,
S = CCT, % C = chol_gauss(X,sigma,tol)
D = diag(CC")e = C(C"e) = C * sum(C, 2)
D~1/2¢C = QR, % [Q, R] = qr(D~Y/2C,0)
Q eR™ Re R
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Niepetny rozktad Choleskiego (3)

Aby wyznaczyé dominujace wektory wtasne macierzy
S=D"125p71/2, 50,
S = CCT, % C = chol_gauss(X,sigma,tol)
D = diag(CC")e = C(C"e) = C * sum(C, 2)

D7'2C=QR,  %[Q,R]=qr(D7/2C,0)
Q c Rmxr’ R ¢ RXr

S = QRR™ Q"
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Niepetny rozktad Choleskiego (3)

Aby wyznaczyé dominujace wektory wtasne macierzy
S=D"125p71/2, 50,
S = CCT, % C = chol_gauss(X,sigma,tol)
D = diag(CC")e = C(C"e) = C * sum(C, 2)
D7'2C=QR,  %[Q,R]=qr(D7/2C,0)
Q c Rmxr’ R € Rrxr
S = QRR'Q"
RRT = UAU/, % [U,\] = eig(RRT), RRT € R™*"
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Niepetny rozktad Choleskiego (3)

Aby wyznaczyé dominujace wektory wtasne macierzy
S=D"125p71/2, 50,
S = CCT, % C = chol_gauss(X,sigma,tol)
D = diag(CC")e = C(C"e) = C * sum(C, 2)
D~1/2¢C = QR, % [Q, R] = qr(D~Y/2C,0)
Q eR™ Re R
S = QRR™QT
RRT = UAU/, % [U,N] = eig(RRT), RRT € R"™*"
@ S =D"'25D~1/2 = (QU)A(QU)T,
tzn. kolumny macierzy QU sa wektorami wtasnymi S.
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Rozszerzenie Nystroma (

Zarys oryginalnej metody (1): Aproksymacja rozwiazania problemu
witasnego

[ Kooty = 200

jest

m

L3 K0 6)3(E) = 39 (+)

Jj=1
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Rozszerzenie Nystroma (

Zarys oryginalnej metody (2): Aby wyznaczy¢ é wybierz sie m
punktéw {x1,...,xm} C [0, 1] i rozwigzuje uktad m réwnan postaci

LS K §)HE) = M), P=1m (=)
j=1

lub réwnowaznie: Kb = m<f>/\*1, K= [ku] kij = K(&iv&j)’
® = (o1, ..., ¢,,) wektory whasne macierzy A odpowiadajace

wartoéciom witasnym A1, ..., An,. Ostatecznie
~ 1 ~
$i(x) = ==Y K(x,§)0i(§), x€0,1]
m\; et
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Rozszerzenie Nystroma (

Przedstawiamy macierz podobienstw w postaci:

BT C

] , A c Rrxr’ B c Rrxm—r’ C c Rm—rxm—r’

gdzie r < m, i niech S = YAYT, A= UZU", U= (u1,...,u,).
Rozszerzenie Nystroma ma postaé

1

ﬂj;:)\—ib}u;, i=1...,p<rj=r+1l,....m

gdzie b} — j-ty wiersz macierzy BT (odpowiednik K(x,-)). Inaczej

i = /\liBTu,-, i=1,...,p<r (Williams & Seeger, 2000). Ogdlnie:

U= (dy,...,id,) =B'UN L, 0 e RIM=r)xP
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Rozszerzenie Nystroma (

U= (U;0)=(U;B"UNY). |S = U£0"|[p = ||C — B'A72B]|f.
Kolumny U nie s3 ortogonalne! Jezeli A > 0, to:
wyznacz macierz @ = A+ A_l/zBBTA_1/2; niech
Q = UgMhqUj

A
BT
Fowlkes et al. (2000) pokazuja, ze: (a) S = OAUT = VAQVT, oraz
(b) VIV =1

wyznacz V = [ ] A_l/zUQAE,1/2
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Rozszerzenie Nystroma — implementacja

Niech

s aon | A B
> =UAU _[BT BTA"1B

d— §e . Ae; + Be,,_y - dy+dp
a - BTeg + BTA_IBem_g o dgr + BTA-L. dg

W algorytmie NJW nalezy znalez¢é wektory wtasne normalizowane;j
macierzy S. Bloki jej aproksymacji, S maja postac

Ay = A/ /dd, i,j=1,....¢, By =B;/\/d,dj, i =1,...,m,
Jj=40+1,...,m.
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Dziekuje za uwage
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