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Co to jest maksymalne powtorzenie?

Maksymalne powtdrzenie (maximal repetition) L(x{') w tekscie
x{ = (x1, X2, ..., Xp) to maksymalna dtugos¢ powtarzajacego sie
podstowa.

Formalnie,

L(x{) := max{k xitk = x’+1 dla pewnych 0 < i <j<n-— k} )

i+1 —
Przyktad:
x; = "“O szyby deszcz dzwoni, deszcz dzwoni jesienny.”
L(x{') = | "deszcz dzwoni”| = 13.

Maksymalne powtérzenie L(x{') mozna policzy¢ w czasie O(n)
sortujac drzewo sufikséw (Kolpakov & Kucherov, 1999).
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Z punktu widzenia informatykéw... (de Luca, 1999)

Ztozono$¢ podstowna (subword complexity) f(k|x{') to liczba
réznych podstéw dtugosci k pojawiajacych sie w tekécie x;'.

Formalnie,
f(k|x{') := card {ylk : x,'_tlk = ylk dla pewnego 0 < i < n— k} .
Mamy

f(k|xi') jest cidle rosnace dla k < L(x7'),

F(k|x!) =n—k+1dlak > L(x").

Ztozono$¢ podstowna f(k|x{') osiaga maksimum dla k = L(x{'). J
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Z punktu widzenia probabilistéw... (Erdés & Rényi, 1970)

Niech (X;)$2, bedzie procesem IID, tzn. nieskonczonym ciggiem
niezaleznych zmiennych losowych o identycznym rozktadzie,

n
P(X{ = x7) = [] p(%)-
i=1
Mozna wéwczas udowodnié, ze istnieje taka stata A > 0, ze
L(X{') < Alogn

dla dostatecznie duzych n z prawdopodobienstwem 1.

Inaczej piszac,

L(X]
P <Iim sup )

n—-oo |0g n

gA):L
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A w odniesieniu do jezyka... (Debowski, 2015)
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L(x{') ~ 0.02498 (log n)?"136 dla tekstu w jezyku angielskim.
L(x}) ~ 0.4936 (log n)"** dla losowej permutacji znakéw.
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Dwa pytania otwarte

© Jak szeroka jest klasa proceséw stochastycznych, dla ktérych
L(X{') =~ A(log n)*
zachodzi dla dostatecznie duzych n z prawdopodobienstwem 1

dla zadanego o > 17

@ Czy istnieja wsérdd nich procesy mogace stuzy¢ jako lepsze
statystyczne modele jezyka naturalnego niz np. ukryte procesy
Markowa, uzywane obecnie?
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Rodzina entropii Renyiego

Wzér dla v € (0,1) U (1, c0):

1
H.Y(X) = 1—~

log » " P(X = x)".

Przypadki szczegdlne:

Ho(X) :=logcard {x : P(X = x) > 0} (entropia Hartleya),

Hi(X) := — Z P(X = x)log P(X = x) (entropia Shannona),
H>(X) := — log Z P(X = x)? (entropia kolizji),
Hoo(X) := —logmax P(X = x) (min-entropia).

Hy(X) > Hs(X) dla v < 8; Hy(X) < -2 Hoo(X) dlay > 1.
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Ograniczenie dolne (Debowski, 2015)

Intuicja:
Jezeli dopuszczalnych kombinacji symboli, z ktérych sktadaja sie
teksty, jest mato, to w tekstach tych powtdrzenia sa dtugie.

Formalnie, zdefiniujmy entropie Hartleya bloku dtugosci n,
Ho(n) := logcard {x]' : P(X{ = x{') > 0} .
Jezeli dla stacjonarego procesu stochastycznego (X;)$2, zachodzi
Ho(n) < Bn”
daB>0i0<pB8<1l todaA< B “ia=1/8 mamy
L(X}") > A (log n)®

dla dostatecznie duzych n z prawdopodobiefstwem 1.
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Szkic dowodu

© Tekst X{" zawiera n — k + 1 podstéw dtugosci k. Z
prawdopodobienstwem 1, wsréd nich moze byé co najwyzej
exp Hy(k) réznych podstéw. W rezultacie, jezeli
exp Ho(k) < n— k +1, to L(X{") > k zachodzi z
prawdopodobienistwem 1.

@ Zatézmy teraz, ze Ho(k) < BkP. Wéwczas L(X{") > k
dla Bk? < log(n — k + 1) ~ log n. Warunek ten zachodzi
dla k ~ A (log n)'/?, gdzie A~ B~1/5.
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Wzmocnione ograniczenie dolne

Zdefiniujmy entropie Shannona bloku dtugosci n,

Hi(n) := = > P(X{ = x{) log P(X{ = x{') < Ho(n).

x7
Jezeli dla stacjonarego procesu stochastycznego (X;)$2, zachodzi
Hi(n) < Bn”
daB>0i0<p8<1ltodnaA< B */2ia<1/8 mamy
L(X[) > A(log n)®
dla dostatecznie duzych n z prawdopodobiefstwem 1.

Dowéd wykorzystuje pojecie ztozonosci podstownej. J
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Ograniczenie gérne (Shields, 1997)

Intuicja:
Jezeli dopuszczalnych kombinacji symboli, z ktérych sktadaja sie
teksty, jest duzo, to w tekstach tych powtdrzenia sa krétkie.

Formalnie, zdefiniujmy warunkowa min-entropie bloku dtugosci n,

HZ™ (n) = —log sup P(X;TH = x| X[ = x").

X1
Jesdli proces stochastyczny (X;)$2; spetnia
d
He"(n) > Bn®
daB>0i0<B8<1todlaA>3*B “ia=1/8 mamy
L(X{") < A(logn)”

dla dostatecznie duzych n z prawdopodobienstwem 1.
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Szkic dowodu

Mamy
P(L(X{') > k)
=p (X,-"L" = XK dla pewnych 0 < i< j < n— k)

Jj+1
i+k _ yitk
< ) P =X
0<i<j<n—k

i—1 i—1 j+k i+k|yi—1 i—1
Z Z P(X{"" =x )P(Xf+1 = Xi'-tl 1X{" =x")
0<i<j<n—k i1

< S exp(—HZM(k))
0<i<j<n—k

< n? exp(—BkP).

A zatem teza wynika z lematu Borela-Cantellego.
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Odpowiednik reguty tancuchowej dla min-entropii

Zdefinujmy
@ bezwarunkowa min-entropie bloku

Hoo(n) := — log sup P(Xmt! = xmt),

Xm+l

@ warunkowa min-entropie bloku

H%" (n) := — log sup P(Xmtl = xmt| X" = x{),

X1
@ min-informacje wzajemna bloku

() := log sup P(Xmit = Xmi1
oo L .
wmtn P(X = gt D) P(X™ = x{7)

m+1 m+1

Mamy
Hoo(n) < HZ™(n) 4 Ioo(n).
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Intensywnosci entropii i entropia nadwyzkowa

Zdefiniujmy
@ intensywno$¢ bezwarunkowej min-entropii
Ho(n
hoo := liminf ool ),
n—oo n

@ intensywnos$¢ warunkowej min-entropii

Hcond(n)
cond ._ ;.. oo
h 2" = l',,n—‘>'(>'lf —
@ min-entropie nadwyzkowa

E := limsup I (n).

n—oo

Mamy

hoo >0i h%" =0 = E, = oo.
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Maksymalne powtdrzenie a globalne miary zaleznosci

Dla jezyka naturalnego mamy
L(X) > A(logn)*, a~3 = H®"(n) < Bn®, 3~1/3
p— hcond =0
o .

Ponadto dla jezyka naturalnego prawdopodobnie by > 0.
(Intensywno$¢ entropii Shannona to okoto jeden bit na litere.)

Stad
hoo >0i h®¥ =0 = E,, = oo.

Jezyk miatby zatem nieskonczona min-entropie nadwyzkowa.
(Hilberg 1990: ma nieskonczona entropie nadwyzkowa Shannona.)
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Procesy o skonczonej energii

Proces (X;){2, nazywa sie procesem o skonczonej energii, gdy

PXoii = xiTIX" = ") < ", e<1.

Procesy takie spetniaja hgg"d > 0, a zatem
L(X{') < Alogn

dla dostatecznie duzych n z prawdopodobienstwem 1.

Stacjonarne procesy o skoficzonej energii maja dodatnig
intensywnos$¢ entropii Shannona

H
h = lim 1(n)

n—oo n

> 0.
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Przyktady proceséw o skoriczonej energii (1)

Proces (Y;)$2, nazywa sie ukrytym procesem Markowa, jezeli
Y; = f(Xi)

dla pewnej funkcji f oraz dyskretnego procesu Markowa (X;)$2;,

P(X{ = x7') = w(x1) [ [ p(xilxi-1)-
=2

Ukrytymi procesami Markowa s3 m.in. procesy Markowa i IID.
Ukryty proces Markowa (Y;)$2; jest procesem o skoficzonej

energii, jesli

c:=supP(Y;=y|X;_1=x) < 1.
¥sx
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Przyktady proceséw o skoriczonej energii (I1)

Niech (X, %) bedzie grupa. Proces (X;)$2 nad alfabetem X

i=—o0
nazywa sie jednostajnie zaszumionym, jezeli

X,' = W,'*Z,',

gdzie (W;)52_ . jest dowolnym procesem nad alfabetem X, za$
(Zi)2_ . jest niezaleznym procesem IID spelniajagcym

c:=maxP(Z; =a) < 1.
a

Procesy jednostajnie zaszumione s3 procesami o skoficzonej energii.
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Regularne procesy Hilberga

Proces (X;){2, nazywam regularnym procesem Hilberga, gdy

Bin® < log f(n|X{°) < BnP,
A; (log n)/P < L(XP") < A; (log n)'/P
dla dostatecznie duzych n i pewnych B;, A; > 0oraz0 < 8 < 1
z prawdopobiefistwem 1.

Stacjonarne regularne procesy Hilberga maja zerowa intensywnosé
entropii Shannona

H
P (C)

n—oo n

0.
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Procesy RHA (random hierachical association)

@ Wezmy liczby naturalne ko, k1, ..., gdzie kp—1 < kp, < k;‘:_].

@ Dla kazdego n, niech (Lpj, Ryj)jcqa,... k.3 bedzie niezalezna
losowa kombinacja k, réznych par liczb z {1, ..., kp—1}.

© Zdefiniujmy zmienne losowe:

on =j’ _] c {1, ooy k()} )
Y= yL"m_—1 X Y,g’;l, je{l,...k,},neN.

@ Niech Cp, Cy, ... beda niezaleznymi zmiennymi o rozkfadzie:
P(Cn =.I) = l/km Jj€ {17 ceey kn} .
© Zdefiniujmy proces RHA:

e 0 1 2
X1 X Xo X X3 X ...:= Y(_.0 X YC1 X YC2 X eees
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Przyktad regularnego procesu Hilberga

Dla parametrow

o= o (27

gdzie 0 < B < 1, $rednia stacjonarna procesu RHA jest
regularnym procesem Hilberga o parametrze 3, tzn.

Bin® < log f(n|X:>) < BynP,
A; (log m)'/? < L(X]") < Aq (log n)'/”.
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Modele jezyka naturalnego? — nadal wyzwaniem

© Ukryte procesy Markowa, klasa modeli powszechnie
stosowanych w lingwistyce komputerowej, s3 procesami
o skonczonej energii.

@ Jezyk naturalny nie jest procesem o skonczonej energii,
gdyz maksymalne powtérzenie w tekstach rosnie szybciej niz
logarytmicznie.

© Istnieja procesy RHA, dla ktérych maksymalne powtérzenie
rosnie jak w jezyku naturalnym.

@ Jednak procesy RHA réwniez nie s3 dobrymi modelami jezyka,
gdyz maja zerowg intensywnos$¢ entropii Shannona —
w przeciwienstwie do jezyka naturalnego.

© Lepsze modele jezyka to prawdopodobnie procesy o dodatniej

intensywnosci entropii Shannona i zerowej intensywnosci
warunkowej min-entropii.
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