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Czym jest skupienie (grupa)?

~Skupienie to maksymalnie koherentny zbiér obserwacji”.
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Czym jest skupienie (grupa)?

~Skupienie to maksymalnie koherentny zbiér obserwacji”.

m V. Estivill-Castro. “Why so many clustering algorithms: A
position paper”. SIGKDD Explor. Newsl., 4(1):65-75, Jun.
2002.

m M. Pelillo. "What is a cluster?”. A NIPS 2009 Workshop
“Clustering: Science or Art? Towards Principled Approaches”.

Trudno jednoznacznie odpowiedzie¢ na to pytanie.
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Skupienie — , klasyczna” odpowiedz
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Rysunek: Skupienia to zwarte i dobrze separowalne grupy obiektéw.
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Skupienie — (mniej) ,klasyczna” odpowiedz
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Rysunek: Skupienie to zbiér powiazanych (relacja podobienstwa) ze soba
obiektéw.
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Jan Czekanowski (1882 - 1965)

Rysunek: (a): pierwszy z prawej (b) pierwszy z lewej.
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Algorytm Czekanowskiego

m Wyznacz elementy macierzy podobienstwa/odmiennosci,
W:XxX—R.

m Ustal dyskretyzacje wartosci wj;, a przynaleznos¢ w;; do
konkretnego przedziatu oznacz innym symbolem graficznym
(diagram Czekanowskiego).

m Uporzadkuj wiersze i kolumny macierzy celem wizualizacji
wewnetrznej struktury.
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Metody grafowe a metody spektralne

m Metody rozcinania grafu, oparte na optymalizacji pewnej
funkcji celu, sa na ogét NP-trudne. Metody spektralne
polegaja na relaksacji dyskretnego zadania optymalizacyjnego
i w czasie wielomianowym zwracaja rozwigzania (ktére trzeba
binaryzowac).
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Metody grafowe a metody spektralne

m Metody rozcinania grafu, oparte na optymalizacji pewnej
funkcji celu, sa na ogdét NP-trudne. Metody spektralne
polegaja na relaksacji dyskretnego zadania optymalizacyjnego
i w czasie wielomianowym zwracaja rozwigzania (ktére trzeba
binaryzowac).

m von Luxburg, Belkin, & Bousquet (2008): “The reason why
the spectral relaxation is so appealing is not that it leads to
particularly good solutions. Its popularity is mainly due to the
fact that it results in a standard linear algebra problem which
is simple to solve.”
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Zastosowania: Segmentacja obrazéw

Rysunek: Oryginalne zdjecie i jego segmentacja
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Zastosowania: “Manifold learning”

Rysunek: Gtadka rozmaitoéé w R3, jej dyskretny odpowiednik uzyskany
droga prébkowania losowego, oraz struktura grafowa reprezentujaca
lokalne sasiedztwa.
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Zastosowania: LLE — Roweiss & Saul (2000)

Rysunek: (a): “swiss-roll", (b) model abstrakcyjny, (c): wynik koricowy.
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Zastosowania: Grafika komputerowa

Rysunek: Dyskretna reprezentacja gtadkiej 2D rozmaitosci Riemanna
zanurzonej w 3-wymiarowe] przestrzeni euklidesowej [A. Sharma, 2012].

[m] = =
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Zakres stosowalnosci grupowania spektralnego

D.A. Spielman and S.-H. Teng. Spectral partitioning works: Planar
graphs and finite element meshes. Linear Algebra and its
Applications, 421(2-3), 284-305, 2007. DOI:
10.1016/j.1aa.2006.07.020:

(...) spectral partitioning methods work well on
bounded-degree planar graphs and finite element meshes
— the classes of graphs to which they are usually applied.
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Zasadnicze kroki: (1) Wybér funkcji wagowe;

m Typowy wybdr:

_ HXf—XjH2)

W,'j = exp < 02

Uzasadnienie podaja Belkin i Niyogi (2003). Ale:
(a) podobienstwo zalezy tylko od odlegtosci, (b) jak wybraé o?
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Zasadnicze kroki: (1) Wybér funkcji wagowe;

m Typowy wybdr:

_ Ixi — ;1>
wy = enp (= = 510)

Uzasadnienie podaja Belkin i Niyogi (2003). Ale:

(a) podobienstwo zalezy tylko od odlegtosci, (b) jak wybraé o?
m Niech x/ — K-ty najblizszy sasiad obserwacji x; i niech

o; = ||xi — xKX||. Wtedy

£ _Xj”2>

W,'j = exp < — i
~J

gdzie K = |Inm| — por. (Zelnik-Manor & Perona, 2000).
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Zasadnicze kroki: (2) Konstrukcja grafu podobieristwa

WE: W € R™*™ — symetryczna macierz podobienstwa,
diag(W) =0, w;; > 0.

WY: S = [s;j] — uogélniona (wazona) macierz sgsiedztw
reprezentujaca graf G = (V,E), V = X.
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Zasadnicze kroki: (2) Konstrukcja grafu podobieristwa

WE: W € R™*™ — symetryczna macierz podobienstwa,
diag(W) =0, w;; > 0.
WY: S = [s;j] — uogélniona (wazona) macierz sgsiedztw
reprezentujaca graf G = (V,E), V = X.
m Graf e-sasiedztw: {v;, vj} € E & s;; > €. Ponadto: s;j = 1 gdy
{vi,vj} € E, sj =0w p.p.
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Zasadnicze kroki: (2) Konstrukcja grafu podobieristwa

WE: W € R™*™ — symetryczna macierz podobienstwa,
diag(W) =0, w;; > 0.
WY: S = [s;j] — uogélniona (wazona) macierz sgsiedztw
reprezentujaca graf G = (V,E), V = X.
m Graf e-sasiedztw: {v;, vj} € E & s;; > €. Ponadto: s;j = 1 gdy
{vi,vj} € E, sj =0w p.p.
m Graf K-najblizszych sasiadéw (K-NN). Niech Ng(v;) — zbiér
K najblizszych (najbardziej podobnych) weztéw do v;. Wtedy

{V,', VJ} cEs v e NK(VJ) A vj € NK(V,')

Ponadto s;j = wj; gdy {v,vj} € E, sj =0w p.p. {v;,v;} € E,
gdy wezty naleza do skupieft o podobnej gestosci (von
Luxburg, 2007).
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Ktéry graf wybrac?

r-graph, n=2000, r=0.3

Rysunek: Maier, von Luxburg, & Hein (2011): Kryteria rozcinania grafu

kNN graph, n=2000, k=100

zalezg od sposobu konstrukgcji grafu podobienstwa
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Zasadnicze kroki: (3) Kryteria jako$ci rozciecia grafu

(a) : cut(A,B) = Yicajes i, (b): assoc(A,A) =3 jcasi

Rysunek: Kolor czerwony — cut, zielony — assoc

Szukamy podziatu (A, B) o minimalnym koszcie cut, lub
maksymalnym assoc
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Minimalizacja kosztu rozciecia

Niech:

m x — wektor charakterystyczny podziatu (A, B), tzn.: x; = +1
gdy v; € Aoraz x; = —1 gdy if v; € B.
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Minimalizacja kosztu rozciecia

Niech:

m x — wektor charakterystyczny podziatu (A, B), tzn.: x; = +1
gdy v; € Aoraz x; = —1 gdy if v; € B.

m
0o =30 = (Tat T o)+ (St T
j=1 i€A i €A ieB ieB
JjEA j€B jEB JEA

= assoc(A, A) + assoc(B, B) + 2cut(A, B)
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Minimalizacja kosztu rozciecia

Niech:

m x — wektor charakterystyczny podziatu (A, B), tzn.: x; = +1
gdy v; € Aoraz x; = —1 gdy if v; € B.

D=3 = (zs,-jwzsm) + (2+z)
j=1

icA icA icB icB
JEA jEB jEB JEA
= assoc(A, A) + assoc(B, B) + 2cut(A, B)
X'Sx = Z ZSUXIXJ = assoc(A, A) + assoc(B, B) — 2cut(A, B)
i=1j=1
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Minimalizacja kosztu rozciecia

Niech:

m x — wektor charakterystyczny podziatu (A, B), tzn.: x; = +1
gdy v; € Aoraz x; = —1 gdy if v; € B.

0o =30 = (Tat T o)+ (St T
j=1 icA €A ieB ieB
JEA jEB jEB JEA
= assoc(A, A) + assoc(B, B) + 2cut(A, B)

m m

XSy = Z ZSUXin = assoc(A, A) + assoc(B, B) — 2cut(A, B)
i=1j=1

X (D — S)x = 4cut(A,B), L=D-S
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Laplasjan grafu

Oznaczenia:
md = ijZI sjj — stopien (,typowos¢”" ) wezta v;;
D = diag(ds,...,dm) — macierz stopni.

Definicje:
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Laplasjan grafu

Oznaczenia:
md = ijZI sjj — stopien (,typowos¢”" ) wezta v;;
D = diag(ds,...,dm) — macierz stopni.
Definicje:

m L =D — S - laplasjan kombinatoryczny
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Laplasjan grafu

Oznaczenia:
md = ijZI sjj — stopien (,typowos¢”" ) wezta v;;
D = diag(ds,...,dm) — macierz stopni.
Definicje:
m L =D — S - laplasjan kombinatoryczny

m £ = DY21D~Y2 _ |aplasjan normalizowany
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Laplasjan grafu

Oznaczenia:
md; =377, s; — stopieh (,typowosc”) wezta v;;
D = diag(ds,...,dm) — macierz stopni.
Definicje:
m L =D — S - laplasjan kombinatoryczny
m £ = DY21D~Y2 _ |aplasjan normalizowany
B A=D1 =1-D"15=D12£DY2 — dyskretny laplasjan
(P = D71S - macierz przejé¢)
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Przyktad: Graf i jego laplasjan (1)

0110 2
s_|1to11] 3 O (2)
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Przyktad: Graf i jego laplasjan (2)

0110 2
s_|1to11] 3 (D (2)
11007 2
0100 1
0 1/2 /2 0] (3) (2
p_pA_ |13 01313

1/2 1/2 0 0
0 1 0 0
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Whtasnosci kombinatorycznego laplasjanu (1)

L jest kwadratowa macierza symetryczna o elementach
di —sij gdyi=]
lij = —sjj gdy i # joraz {v;,vj} € E
0 wp.p
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Whtasnosci kombinatorycznego laplasjanu (1)

L jest kwadratowa macierza symetryczna o elementach
di —sij gdyi=]
lij = —sjj gdy i # joraz {v;,vj} € E
0 wp.p

S.T. Wierzchon IPI PAN



000@000

Whtasnosci kombinatorycznego laplasjanu (1)

L jest kwadratowa macierza symetryczna o elementach

di —sij gdyi=]
lj = —sjj gdy i # joraz {v;,vj} € E
0 wp.p

Le =0,
H jezelif: V - R, to

(@) (Lf); =djfi = Xpyj ljefe = 22771 sij(f — 1)
(b) fTLE=30;si(fi—£;)?>0

tzn. L jest macierza dodatnio pétokreslona
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Interpretacja (5-stencil formula)

()

Rysunek:
(V2F)(x,y) = =3 [4f(x,¥) = f(x—h,y) — f(x+h,y)
— f(x,y—h) — f(x,y+h)] = —Lf
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lterpretacja, cd

L. Grady, J.L. Polimieni: Discrete Calculus. Applied Analysis on

Graphs for Computational Science, Springer 2010.
Sekcja ,Discretized, vs. Discrete calculus”:

In the first case, the goal is to compute a solution to some
problem on a continuous space. But, an analytic solution is too
difficult to find and so a discretization strategy is employed
that allows for a computer to produce an approximate solution.

In contrast, discrete calculus treats a discrete domain (e.g.,
a graph) as entirely its own entity with no reference to an
underlying continuum. E.g., a social network is not associated
with any continuous space in the sense that the network is not
viewed as a discretization or sampling of an underlying
continuum.
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WHtasnosci kombinatorycznego laplasjanu (2)

Jezeli Ly = My, to y jest wektorem wtasnym, \ — wartoscig wtasna
laplasjanu

L symetryczna: = XA € R
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WHtasnosci kombinatorycznego laplasjanu (2)

Jezeli Ly = My, to y jest wektorem wtasnym, \ — wartoscig wtasna
laplasjanu

L symetryczna: = XA € R
L dodatnio pétokreslona: = X\; > 0,i=1,...,m,
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WHtasnosci kombinatorycznego laplasjanu (2)

Jezeli Ly = My, to y jest wektorem wtasnym, \ — wartoscig wtasna
laplasjanu

L symetryczna: = XA € R
L dodatnio pétokre$lona: = \; >0, i=1,..., m,
Le = 0: \; = 0 — minimalna warto$¢ wtasna; y; = e/\/m
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WHtasnosci kombinatorycznego laplasjanu (2)

Jezeli Ly = My, to y jest wektorem wtasnym, \ — wartoscig wtasna
laplasjanu

L symetryczna: = XA € R

L dodatnio pétokreslona: = \; > 0,i=1,...,m,

Le = 0: \; = 0 — minimalna warto$¢ wtasna; y; = e/\/m
konwencja: 0 = A1 < A < < Ay <m
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Wartos¢ i wektor Fiedlera (A2, y»)
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Wartos¢ i wektor Fiedlera (A2, y»)

0<XA<m
Fiedler (1973,1975) udowodnit, ze

m A > 0wtw. G=(V,E) jest grafem spdjnym.
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Wartos¢ i wektor Fiedlera (A2, y»)

0< A <m;
Fiedler (1973,1975) udowodnit, ze
m A > 0wtw. G=(V,E) jest grafem spdjnym.
m Jezeli G = (V,E'), E' C E, to M\2(G’) < X2(G). Niskie
wartosci Ap przemawiaja za istnieniem wewnetrznej struktury
w zbiorze X. Np. gdy graf planarny, to Ay < Sdﬁ (Spielman
& Teng, 2007).
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Wartos¢ i wektor Fiedlera (A2, y»)

0< A <m;
Fiedler (1973,1975) udowodnit, ze
m A > 0wtw. G=(V,E) jest grafem spdjnym.
m Jezeli G = (V,E'), E' C E, to M\2(G’) < X2(G). Niskie
wartosci Ap przemawiaja za istnieniem wewnetrznej struktury
w zbiorze X. Np. gdy graf planarny, to Ay < Sdﬁ (Spielman
& Teng, 2007).
m Wektory witasne y; odpowiadajace wartoSciom wtasnym A; sa
ortogonalne. Zatem yfy, = 0 = > Y2 =0
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Wartos¢ i wektor Fiedlera (A2, y»)

0< A <m;
Fiedler (1973,1975) udowodnit, ze
m A > 0wtw. G=(V,E) jest grafem spdjnym.
m Jezeli G = (V,E'), E' C E, to M\2(G’) < X2(G). Niskie
wartosci Ap przemawiaja za istnieniem wewnetrznej struktury
w zbiorze X. Np. gdy graf planarny, to Ay < Sdﬁ (Spielman
& Teng, 2007).
m Wektory witasne y; odpowiadajace wartoSciom wtasnym A; sa
ortogonalne. Zatem yfy, = 0 = > Y2 =0
m Jezeli G jest spdjnym i nieskierowanym grafem oraz
A={vi: yp >0}, B=V\A={v;: yp» <0}, to podgraf
Gg = (B, Ep) jest spdjny.
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Porzadek Fiedlera

.ﬁo

<
-

nz= 1454 nz =1454

() (b)

Rysunek: macierz L: (a) oryginalna, (b) po posortowaniu wzgledem
wartosci y»
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Inne kryteria rozcinania

. _
t(G, G
Reut(Cy,...,Ck) = Z %, (Hagen & Kahng, 1992)
j=1 J
p _
_x~ aut(G, G) : :

Neut(Cy, ..., Ck) _,-:21 wlC (Shi & Malik, 2000)

k . C.
Mcut(Cy,...,Ck) =3 UG G) " (Ding et al, 2001)

a assoc(Cj, )’

gdzie, vol C; = Zv,-ecj d;.
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Relaksacja Reut (1)

Niech h; = (h1j, ..., hji, .., hm,)T wektor o sktadowych

1/vIG|l gdyje G
hj,-:{ /vici . H=(h,... h)
0 W p.p-
|\hill = hTh; = 1 oraz hTh; = 0 gdy i # j, czyli macierz macierz H
spetnia warunek HTH = 1. Ponadto,
cut(G;, G)

W Lh; =
|Gl

= (HTLH),-,-
Zatem

k k
RCU!’.‘(Cl7 RN Ck) = Z h?Lh; = Z(HTLH);; = tr(HTLH)
i=1 i=1
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Relaksacja Rcut (2)

min tr(HTLH), gdzie H jak wyzej
(G, C)ECK
Relaksacja:

min tr(HTLH)
HeRn>k
HTH=I

Na mocy tw. Fan'a (1947), por. (Mirzal & Furukawa, 2010)

min tr(HTLH) = Z)\ jezeli H= (y1,...,yx)R
HGR"Xk
HTH=I
gdzie y; - wektor wtasny odpowiadajacy i-tej minimalnej wartosci
wiasnej \; laplasjanu L, oraz R € CK*k — macierz unitarna.

S.T. Wierzchon IPI PAN



000e0000000000000

Relaksacja Ncut (1)

Niech h; = (h1j, ..., hji, ..., hmi)T wektor o sktadowych

A { 1/v/volC; gdy j € G
ji =

, H=(h1,..., hy)
0 W p.p-

hiDhj =1, oraz hih; = 0 gdy i # j, czyli H'DH = 1. Ponadto,

cut(G;, G)

hiLh; =
! vol C,'

= (HTLH),-,-
Zatem

k k
Neut(Cy,...,C) =>_ hiLhi => (H'LH); = tr(H"LH)
=1 =1
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Relaksacja Ncut (2)

Relaksacja zadania NCut przyjmuje postaé

min tr(HTLH)
HeRn*k
HTDH=I

Niech Q = DY/2H. Wéwczas

min tr[QT(D*1/2LD*1/2)Q] = min tr(QTEQ)
QER"Xk QER"Xk
QTe=I QTQ=I
i mozna skorzysta¢ z tw. Fan'a (1949), tzn. rozwigzaniem jest
Q= (1,---,yk)R, gdzie y; to i-ty wektor wtasny macierzy
L= D12 D12,

S.T. Wierzchon IPI PAN



000008000000 00000

Normalizowany laplasjan £ = D~1/2L.D~1/2 (1)

m T m m x x \2
B (VxeR™): xTLx=Y", jzlSU(\/_E_ J)
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Normalizowany laplasjan £ = D~1/2L.D~1/2 (1)

N2
B (Vx e R™): xTLx =", ﬂlsﬁ(%_ﬁ)

m L =D Y21D1/? jest macierza symetryczna i
dodatnio-pétokreslong o elementach

N (di —sii)/di gdy i=]
L(i,j) =14 —sj/(\/did;) gdy i#joraz {v;,vj} € E
0 wp.p
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Normalizowany laplasjan £ = D~1/2L.D~1/2 (1)

N2
= (Vx €R™): XTLx = 0 S (2 — W)
m L =D Y21D1/? jest macierza symetryczna i

dodatnio-pétokreslong o elementach

N (di —sii)/di gdy i=]
L(i,j) =14 —sj/(\/did;) gdy i#joraz {v;,vj} € E
0 wp.p

m jezeli y; = DY/?e, to

Ly, = D—1/2LD—1/2(D1/2e) = D_1/2(Le) =0= (0,y1) para
wiasna L.
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Normalizowany laplasjan £ = D~1/2L.D~1/2 (1)

N2
B (Vx e R™): xTLx =", ﬂlsﬁ(%_ﬁ)

m L =D Y21D1/? jest macierza symetryczna i
dodatnio-pétokreslong o elementach

N (di —sii)/di gdy i=]
L(i,j) =14 —sj/(\/did;) gdy i#joraz {v;,vj} € E
0 wp.p

m jezeli y; = DY/?e, to
Ly = D7Y2LD~12(DY/2e) = D1/2(Le) = 0 = (0, y1) para
wiasna L.

m ogblnie 0 = A1 < ... A\ < 2.
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Normalizowany laplasjan £ = D~1/2L.D~1/2 (2)

L=D12DV2=1-D 25D =1-§

Jezeli (\j, ;) para whasna £, to (\; = 1 — \;, ;) — para
witasna macierzy S. Wystarczy wiec wyznaczyé k wektoréw
wtasnych odpowiadajacych maksymalnym warto$ciom
whasnym macierzy £: 1 =Xy > -+ > Ay > —1.

Lop = Mp = D V2(DV2L(D7VPqp)) = MDD~ ?ep)

tzn. (X, D~1/24)) jest para wtasng macierzy A.
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Prosty algorytm grupowania (MATLAB)

X = load(’data.dat’);

utwérz macierz wag W;

przeksztaié W w macierz powigzan S;

wyznacz laplasjan b (normalizowany ew. nie-);
[Y, Lambda]=eigs(k,’SM’,2);

binaryzuj wektor y = Y(:,2)
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Prosty algorytm grupowania (MATLAB)

X = load(’data.dat’);

utwérz macierz wag W;

przeksztaié W w macierz powigzan S;

wyznacz laplasjan b (normalizowany ew. nie-);
[Y, Lambda]=eigs(k,’SM’,2);

binaryzuj wektor y = Y(:,2)

Ciekawy wariant binaryzacji przedstawili Tolliver, & Miller (2006).
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Prosty algorytm grupowania (MATLAB)

X = load(’data.dat’);

utwérz macierz wag W;

przeksztaié W w macierz powigzan S;

wyznacz laplasjan b (normalizowany ew. nie-);
[Y, Lambda]=eigs(k,’SM’,2);

binaryzuj wektor y = Y(:,2)

Ewentualnie: powtarzaj algorytm (wybierajac podgraf o minimalnej
wartosci \2) do chwili uzyskania podziatu na k grup.
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Algorytm NJW (Ng, Jordan, & Weiss, 2002)

WE: symetryczna macierz S taka, ze s;; =0
wyznacz S = D~1/25pD~1/2
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Algorytm NJW (Ng, Jordan, & Weiss, 2002)

WE: symetryczna macierz S taka, ze s; =0
wyznacz S = D~1/25pD~1/2
wyznacz Y = (y1,...,yk); ¥j - j-ty dominujacy wektor
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Algorytm NJW (Ng, Jordan, & Weiss, 2002)

WE: symetryczna macierz S taka, ze s; =0
wyznacz S = D~1/25pD~1/2
wyznacz Y = (y1,...,yk); ¥j - j-ty dominujacy wektor
rzutuj wiersze macierzy Y na sfere jednostkows, tzn. utworz

macierz Z = [z;], i=1,...,m, j=1,..., k o elementach
k
zi = yij/ O yi)
/=1
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Algorytm NJW (Ng, Jordan, & Weiss, 2002)

WE: symetryczna macierz S taka, ze s; =0
wyznacz S = D~1/25pD~1/2
wyznacz Y = (y1,...,yk); ¥j - j-ty dominujacy wektor

rzutuj wiersze macierzy Y na sfere jednostkows, tzn. utworz

macierz Z = [z;], i=1,...,m, j=1,..., k o elementach
k
zi = yij/ O yi)
/=1

wyznacz finalny podziat danych reprezentowanych przez
macierz Z.
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Interpretacja algorytmu NJW

Krok (2) algorytmu to projekcja weztéw grafu na k-wymiarowa
przestrzen. Zatem grupowanie spektralne = projekcja + k-means
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Algorytm NJW - ilustracja (1)

(b)

Rysunek: Algorytm NJW zastosowany do zbioru ztozonego z trzech
roztacznych grup: (a) dane we wspbtrzednych spektralnych (wiersze

aaks S eV
S.T. Wierzchon IPI PAN
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Algorytm NJW - ilustracja (2)

B A

S
7]\

(b)

Rysunek: 4-wymiarowe dane iris: (a) we wspétrzednych spektralnych,
(b) po zrzutowaniu na sfere jednostkowa
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Projekcja spektralna (Hall, 1970)

N =
fvad
4«#&%&

Bl

e

i

ooooooooo

Rysunek: Graf Delaunay'a we wspétrzednych: (a) kartezjanskich, (b)

spektralnych (uz, usz)
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o
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Deep Learning: dobér wtasciwe] reprezentacji
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Deep Learning: dobér wtasciwe] reprezentacji
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Rysunek: Dane we wspdtrzednych: (a) kartezjanskich, (b) biegunowych

>
(4]
4
C
()
N
(]
S
o
(]
p -
(o]
: o
g N st
m T .89 o'. ’ e ﬂ.-u.
S = 5 e e e . "
: = s
° - <y - s.....a.. B
A ¢
(@) H | o9, Y I
o S ' v O
> BN Y
a0 .....0.. . .\u...q
£ o3 oL
c . s .omh-
fa .a.\...o .-.u- -3 o
o} e .I”-. ....o.
() 200 o0 ..- .....
L N N 1. - M.no ) . .
o
()
(]
()

=
<)
=
o
N
e
=
Ly
%)




000000000000 00e00

Rotacja spektralna, (Huang, Nie, Huang, 2013)

Obracamy wiersze macierzy Y tak, aby staty sie najblizsze (w
sensie normy Frobeniusa) do charakterystycznych wektoréw postaci

{ 1 gdy vj € G
hj,' =
0 wp.p

tzn. szukamy unitarnej macierzy R i macierzy H = (hy, ..., hx) (jej
kolumnami sa wektory charakterystyczne), dla ktérych indeks

J(H,R) = || YR — H|}

osigga minimum.
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Rotacja spektralna w dziataniu

Rysunek: Zbiér ztozony z trzech separowalnych grup (a) dominujace
wektory wtasne macierzy £, (b) kolumny macierzy H.
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Ktéry laplasjan?

m Belkin & Niyogi (2003): gdy m — oo, L dazy do operatora
Laplace'a-Beltramiego.
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Ktéry laplasjan?

m Belkin & Niyogi (2003): gdy m — oo, L dazy do operatora
Laplace'a-Beltramiego.

m von Luxburg, Belkin, & Bousquet (2008): “ (...) our analysis
shows that while one type of spectral clustering
(“normalized”) is consistent under very general conditions,
another popular version of spectral clustering
(“unnormalized") is only consistent under some very specific
conditions which do not have to be satisfied in practice. (...)
from a statistical point of view, it is clear that normalized
rather than unnormalized spectral clustering should be used
whenever possible”.
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SSL: Dyskretny problem Dirichleta (Grady, 2006)

m Pierwszym ¢ < m weztom przypisano etykiety yi, ..., ys.
Szukamy funkcji f: V — R takiej, ze f(v;)) =y;, i=1,...,¢.
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SSL: Dyskretny problem Dirichleta (Grady, 2006)

m Pierwszym ¢ < m weztom przypisano etykiety yi, ..., ys.
Szukamy funkcji f: V — R takiej, ze f(v;)) =y;, i=1,...,¢.
m Dyskretny wariant catki Dirchleta, D[x] = %XTLX. Jezeli
xT = (xm, xu), gdzie xp skfadowe etykietowane, xy —
nieetykietowane, to

ot o [

= (xpsLmxm + 2x5BTxm + xG Luxu)
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SSL: Dyskretny problem Dirichleta (Grady, 2006)

m Pierwszym ¢ < m weztom przypisano etykiety yi, ..., ys.
Szukamy funkcji f: V — R takiej, ze f(v;)) =y;, i=1,...,¢.
m Dyskretny wariant catki Dirchleta, D[x] = %XTLX. Jezeli
xT = (xm, xu), gdzie xp skfadowe etykietowane, xy —
nieetykietowane, to

L B | |x
%Mﬂ Xle} [BA;I LU] [xﬂ

= (xpsLmxm + 2x5BTxm + xG Luxu)

Dix]

m Rézniczkujac D[x] wzgledem xy i przyréwnujac uzyskane
wyrazenie do zera otrzymujemy Lyxy = —BTxy, skad
Xy = —LEIBTXM
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SSL: Dyskretny problem Dirichleta, c.d.

Niech Dy = diag(dsy1,...,dm). Wtedy
DytLyxy = =Dy B ™xm = (I — Py)xy = Rxm
czyli mamy tancuch Markowa z £ stanami pochtaniajacymi
{vi,..., v}
Ly | B I | 0

Tl E Ly T RT = Py

Tutaj N = (I— Py)~! =1+ 332, Pf to macierz fundamentalna.
NR = —LalR to p-stwo pochtoniecia stanu chwilowego przez
odpowiedni stan pochtaniajacy, a t; = (Ne) oczekiwana liczba
krokdéw, o jakiej stan v; zostanie pochtoniety.
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Uczenie czesciowo nadzorowane

. 1 gdyv; € C
XM(I,J) = { ! J
0 wp.p
Wyznaczamy macierz Xy taka, ze LyXy = —BT Xy a i-ty
niezaetykietowany obiekt przypisuje sie do klasy

J7(i) = argminXy(i, )
1<K

Inne podejscia: O. Chapelle, B. Scholkopf, & A. Zien.
Semi-Supervised Learning, MIT Press 2005
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Sygnaty na grafach

I = (V, E) — nieskierowany, wazony graf o m wezfach.
Odwzorowanie f: V — R, takie ze (/) jest wartoscia przypisana
weztowi v; nazywamy sygnatem. f utozsamia sie z wektorem

f € R™, ale trzeba pamigtaé, ze f = (f1,..., fm)T nie jest zwykty
lista; elementy f; wektora s3 powigzane zaleznosciami
(podobienstwo, korelacja, ...) zakodowanymi w grafie.
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Sygnaty na grafach — literatura

A. Sandryhaila, J.M.F. Moura: Big data analysis with signal
processing on graphs

D. Shuman et al. The emerging field of signal processing on
graphs

D.K. Hammond eta al. Wavelets on graphs via spectral graph
theory

A |. Pesenson: Sampling in Paley-Wiener spaces on
combinatorial graphs

[} [ =
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http://www.ece.rochester.edu/~gmateosb/ECE442/Readings/graph_sp_2.pdf
http://www.ece.rochester.edu/~gmateosb/ECE442/Readings/graph_sp_2.pdf
http://www.macalester.edu/~dshuman1/papers/journal/shuman_et_al_spm_2013.pdf
http://www.macalester.edu/~dshuman1/papers/journal/shuman_et_al_spm_2013.pdf
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S1063520310000552
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S1063520310000552
https://arxiv.org/abs/1111.5896
https://arxiv.org/abs/1111.5896

Wektory wiasne 22-weztowe] Sciezki

P10

S.T. Wierzchon
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Wektory i wartosci wiasne — interpretacja

Wartoéci wiasne laplasjanu - czestotliwosci. 7 L1, (ew. ¢! Lop;)
reprezentuje zmiennos¢ i-tego wektora wtasnego.
Jakosciowa charakterystyka jest liczba

Z(ty) = [{i,j} € E: Yinhj e <O

1,500 [T - 1 500 ?‘ |
- 1,000 + s < B i
5 I |3 1,000 | ]
N 500 1 W 500 |
0 LI | L 0 L1 | | L]
0 50 100 0 05 1 15

/\g >\E

Rysunek: Wartosci Z dla wektoréw wtasnych: (a) kombinatorycznego i
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Prosta i odwrotna grafowa transformata Fouriera

L = WAVT _ normalizowany laplasjan grafu T.
f = WTf — transformata Fouriera (GFT), czyli projekcja

sygnatu na wektory wtasne laplasjanu; f; = (f, ;)
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Prosta i odwrotna grafowa transformata Fouriera

L = WAVT _ normalizowany laplasjan grafu T.
f = WTf — transformata Fouriera (GFT), czyli projekcja

sygnatu na wektory wtasne laplasjanu; f; = (f, ;)
f = Wf — odwrotna transformata Fouriera
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Prosta i odwrotna grafowa transformata Fouriera

L = WAVT _ normalizowany laplasjan grafu T.
f = WTf — transformata Fouriera (GFT)A, czyli projekcja
sygnatu na wektory wtasne laplasjanu; f; = (f, ;)
f = Wf — odwrotna transformata Fouriera

(f,g) = (f,8) i tw. Parsevala ||f|? = ||f|]2.
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Twierdzenie Whittaker-Nyquist-Kotelnikow-Shannona

Kiedy z sygnatu dyskretnego X(t) ztozonego z prébek danego
sygnatu ciagtego x(t)mozna wiernie odtworzy¢ sygnat x(t)?
Jezeli:
widmo X(q) sygnatu x(t) jest ograniczone do pewnego
przedziatu czestotliwosci [—wy, +wp], tzn. |%(g)| = 0 dla
lg| > wp, oraz

czestotliwos¢ prébkowania gs > 2wy

Aby tego dokonac potrzebny jest filtr o transmitancji:

1 gdy g<
hqs(q)z{o o
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Kilka definicji

Prébkowanie sygnatu grafowego f na zbiér Z C V polega na
ograniczeniu sygnatu do tego zbioru, f(Z) = D #f, gdzie
D7 €{0,1}™™ n=1Z|.

Np. gdy V={1,...,4},a Z={1,3} to

1000 A
o-fos o) e[
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Kilka definicji

Prébkowanie sygnatu grafowego f na zbiér Z C V polega na
ograniczeniu sygnatu do tego zbioru, f(Z) = D #f, gdzie
D7 €{0,1}™™ n=1Z|.

Np. gdy V={1,...,4},a Z={1,3} to

1000 A
o-fos o) e[

Sygnat dolnopasmowy (gfadki) f — taki, ze i = 0 dla \; > w.
Przestrzen w-ograniczonych (bandlimited) sygnatéw to
przestrzen Paley-Wienera, PW,,(I").
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Kilka definicji

Prébkowanie sygnatu grafowego f na zbiér Z C V polega na
ograniczeniu sygnatu do tego zbioru, f(Z) = D #f, gdzie
D7 €{0,1}™™ n=1Z|.

Np. gdy V={1,...,4},a Z={1,3} to

1000 A
o-fos o) e[

Sygnat dolnopasmowy (gfadki) f — taki, ze i = 0 dla \; > w.
Przestrzen w-ograniczonych (bandlimited) sygnatéw to
przestrzen Paley-Wienera, PW,,(I").

[2(Z€) = {f € R™: f(Z) = 0}.
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Przyktad sygnatu dolnopasmowego

M 7 2 F =
1l | | |
— i | o~ i ]
N 1 £ o .
oD o - :
> | It .
ol } | |
| | | | -2 \ \ —

0 10 20 30 0 10 20 30

14 14
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Filtr dolnoprzepustowy

Transmitancja” filtru: H = h(L) = Wdiag(h(A1), ..., h(Am)) VT,
gdzie h: [0,2] — R funkcja ciagta. Filtrowany sygnat s jest réwny

Hs.
Filtr dolnoprzepustowy

1 gdy A<w
h““(A):{o %vip

tzn. H, = W VT W, = (¢q,...,%,.), k = [{: A< w].
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Filtr dolnoprzepustowy, H, = W, VT — Wtasnosci

H;[‘J - HU.H

o(H){0™™", 1%} = tr(Hy) = & = pp 0 =
tr( 2NN Ybi),

Ho; = gdy i < K, Hp; =0 gdy i > K

Zastosowanie (2) w:
E. Di Napoli, et al. Efficient estimation of eigenvalue counts in an

interval. arXiv, abs/1308.4275, 2013
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Filtr dolnoprzepustowy — aproksymacja

A) = zp:ag)\z ~ h(\)
=0
H = h(£) = Wdiag(h(\1),. Z oLt

P
Hs = Z apL’s = aps + a1 Ls + aaL(Ls) + a3 L(L(Ls)) +
(=0
wymaga p-krotnego mnozenia macierzy L przez wektor

przeplatanego sumowaniem wektoréw. Nie trzeba diagonalizowad
macierzy L.
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Filtr dolnoprzepustowy — aproksymacja

1} | 1r l
SN 1 Z o5 .
e~ | | [ -

0%\ \ \4 0?\ | |

0 1 2 0 1 2
A

Rysunek: Aproksymacja Czebyszewa (lewy rys.) oraz
Czebyszewa-Jacksona (prawy)
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Wady algorytmu NJW

Konieczno$¢ wyznaczenia k dominujacych wektoréw wiasnych
macierzy S =1— L.
Algorytm k-$rednich na m obserwacjach yi1,...,¥m.
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Lemat Johnsona-Lindenstraussa

D. Achlioptas (2003): Database-friendly random projections:
Johnson-Lindenstrauss with binary coins.

Lemma

Niech X € R™*" przy czym x; to i-ty wiersz macierzy. Niech

S 442
0<€<1,,8>0Inlec’7d>d0(m,€,,8):W.
Wowczas istnieje takie odwzorowanie f: R" — RY, ze z p-twem
nie mniejszym niz 1 — m=5.

(L=e)llxi—xi[|* < [IF(x) = F () [I> < () lxi=—x;[%,  ij=1,...,m

f ma posta¢ f(x) = xR gdzie R = (r1,...,rg) € R™ jest
macierzg o elementach rj ~ N(0,1/d).
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/Zastosowanie lematu J-L

Niech H = W, WT — filtr dolnoprzepustowy i niech R — macierz
wymiaru m X d o elementach r; ~ N(0,1/d).

HR =V, (VIR) = VR’

gdzie r;; ~ N(0,1/d).

i ty wiersz ¢; macierzy ®, to (nieunormowane) wspbtrzedne
spektralne z algorytmu NJW, a cNﬁ,- = ¢;R’ to i-wiersz macierzy
HR, lub jej wielomianowe] aproksymacji HR. Zatem, zgodnie z
lematem J-L

(L= )lldi = dil* < l16; — 11> < (1 + o)l — @512

z p-stwem 1 — mP, gdzie d > do(m, €, B).
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Prace dotyczace tego tematu

sidestepping the SVD,

graphs

D. Ramasamy, U. Madhow: Compressive spectral embedding:
N. Tremblay, et al.: Compressive spectral clustering,

G. Puy, et al.: Random sampling of bandlimited signals on

[m] = =
S.T. Wierzchon IPI PAN



https://arxiv.org/abs/1509.08360
https://arxiv.org/abs/1509.08360
https://arxiv.org/abs/1602.02018
https://arxiv.org/abs/1511.05118
https://arxiv.org/abs/1511.05118
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Active semi-supervised learning: Szkic procedury

Dany jest zbior m obserwacji opisanych przez laplasjan L.

Wyznaczamy minimalny zbiér Z, na ktérym okresli sie sygnat
f(Z), czyli etykiety weztéw z Z.

Rekonstruuj sygnat na zbiorze f(Z¢).
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Twierdzenie o probkowaniu

Theorem

Dla danego grafu I' opisanego macierza L dowolny sygnat
f € PW, (') moze by¢ zrekonstruowany w oparciu o prébke f(Z)
jezeli
< Z)= inf
w < we(Z) geiz(ZC)W(g)

gdzie w. to czestotliwosé odciecia,
w(g) = argmaxy {Ai: (g, ;) # 0}

A. Anis, A. Gadde, A. Ortega: Towards a sampling theorem for
signals on arbitrary graphs
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Problemy

P1 Czestotliwos¢ odciecia (Nyquista): Dla danego Z C V znalezé
czestotliwo$¢ odciecia w taka, ze dowolny sygnat f € PW,,(T)
mozna zrekonstruowa¢ znajac f(2).

P2 Optymalny zbiér probkowania: dla danej w znalez¢
najmniejszy zbidr Z,;, taki, ze kazdy sygnat f € PW,,(I")
mozna zrekonstruowa¢ znajac f(2).

P3 Rekonstrukcja: majac f(Z) znalez¢ f(Z¢).
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P1: Czestotliwo$¢ odciecia

A. Anis, A. Gadde, A. Ortega: Towards a sampling theorem
for signals on arbitrary graphs

Momenty spektralne: wy(f
VE ki < ko wiy (F) < wk2(f) w(f) = limy_ o0 wi(F).

U(2) = infyern(zeu(8)

wC(Z) limg_ oo Qk(Z) > wk2(Z) wkl(Z), ko > ki

Niech (A1x, %7 ;) para whasna £X(Z€, Z€). Wtedy
Q(Z) = Mk 8(Z2°) = Y14, 8°(Z2) = 0.

( g'Lkg )1/k
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Momenty spektralne rzedu k sygnatu f

|
0 20 40 60 80 100
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Wyznaczanie zbioru Z o liczebnosci z

Z=0

while |Z| < z do
m wyznacz najgtadszy sygnat g € Lo(Z°€)
= v — argmax |gg (/)|
mZ=2ZU{v}

end while

zwré¢ Z oraz w = Ak
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Wybér weztéw w sieci karate

Rysunek: Wezty wybrane do zamarkowania przez algorytm
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Rekonstrukcja sygnatu (1)

S.K. Narang et al.: Localized lterative Methods for
Interpolation in Graph Structured Data

,l)bl(z) = (wzl,iv s ?wza,i)Tv wH(Z) = (7@1(2)’ s 7¢/¢(Z))
][0 - 2] ] :

V. (Z9
(Z) = Vi(Z)a = a = ¥,(2) F(2)

(2 929
F(Z9) = Wi (Z9)[(Va(2)TV(2) 7V (2)T]H(2)

£(Z°)

8
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Rekonstrukcja sygnatu (2)

POCS (Projection onto Convex Sets):

zbiory wypukte to C; = {x: D, x = Df =f(S)},
G = PW, (N

Niech PBzx = x + DL (f(Z) — Dzx)
Wtedy: fi11 = H,Bf:, t =0,1,... oraz fy = mezf(Z)
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Wyznacz maksymalng i k-t3 warto$¢ wiasna laplasjanu.
Znajdz wielomianowa aproksymacje h(\) stopnia p
Wygeneruj macierz R

Filtracja F = (Zé’:o aeLﬂ)R

Grupuj dane F (ew. grupowaniu poddawany jest podzbidr
F/ c RnXk, n<m
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Dziekuje za uwage
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