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4.1 Wprowadzenie

W dzisiejszych czasach problem efektywnej reprezentacji obrazéw cyfrowych stal sie bar-
dzo istotny. Trudno bowiem wyobrazi¢ sobie wspéiczesny $wiat bez cyfrowych zdjeé z wakacji,
zaawansowanych technik obrazowania wykorzystywanych w medycynie czy automatycznych
systemow teledetekcji, stosowanych np. w przemysle czy wojskowoéci. Wspblczesnie tworzy
si¢ tzw. rzadkie reprezentacje obrazéw (ang. sparse representations). Reprezentacje te bazuja
na wszelkiego rodzaju uogélnieniach klasycznej teorii falek. Dowodzi sie, ze takie metody za-
pewniajg reprezentacje, ktore sa efektywne, to znaczy pozwalaja aproksymowaé obrazy za
pomocy niewielkiej liczby istotnych wspétczynnikéw. Efektywne reprezentacje wykorzysty-
wane sg nastepnie do przetwarzania obrazéw: kompresji, odszumiania, wykrywania krawedzi
i innych.

Do kofica lat 90-tych ubiegtego wieku w teorii reprezentacji obrazéw cyfrowych domino-
wala teoria falek. Pozwalata ona bowiem na wykrywanie lokalizacji oraz skali zmian w obrazie.
Teoria ta byla intensywnie rozwijana. Powstato wiele istotnych modyfikacji oraz uogélniesi. W
szczegblnosci, na jej podstawie powstata grupa wielorozdzielczych metod geometrycznych re-
prezentacji obrazu, majaca powszechnie przyjete oznaczenie jako ,X-lets”. Wiadomo bowiem,
iz najwazniejszg informacje o zawartosci obrazu niosg krawedzie. Poniewaz sg one postrzegane
przez ludzkie oko jako obiekty geometryczne, naturalnym wydaje sie, ze krawedzie te powinny
by¢ reprezentowane w sposéb geometryczny.

Poczawszy od roku 1999 az do dzi$ teoria metod geometrycznych byla i jest powszechnie
rozwijana. Poswigcono jej wiele miedzynarodowych konferencji, letnich szkél i warsztatéw.
Teori¢ ta mozna scharakteryzowaé, krétko, w nastepujacy sposéb. Dzieli sie ona na dwie
grupy — metody adaptacyjne i metody nieadaptacyjne. Te drugie po zaimplementowaniu
dziatajg zwykle duzo szybciej niz te pierwsze. Jednak to metody adaptacyjne, szczegélnie te
bazujace na stownikach, daja lepsze wyniki reprezentacji. Do metod adaptacyjnych zaliczamy:
metody bazujace na stownikach — wedgelets (Donoho 1999), beamlets (Donoho & Huo 2000),
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wedgelets drugiego rzedu (Lisowska 2005), platelets (Willet & Nowak 2003), surflets (Chan-
drasekaran, Wakin, Baron & Baraniuk 2004), smoothlets [A2]; metody wykorzystujace bazy
— bandelets (Pennec & Mallat 2005), grouplets (Mallat 2009), tetrolets (Krommweh 2009).
Nieadaptacyjne metody bazuja na takich rodzinach funkcji jak: brushlets (Meyer & Coifman
1997), ridgelets (Candes 1998), curvelets (Candes & Donoho 1999), contourlets (Do & Vetterli
2003), shearlets (Labate, Lim, Kutyniok & Weiss 2005).

Teoria geometrycznych metod adaptacyjnych zostata zapoczatkowana przez D. Donoho !
w 1999 roku (Donoho 1999). W pracy tej, zaprezentowana zostata, rodzina, funkcji zwanych
wedgelets. Funkcje te definiuje sie w nastepujacy sposéb.

Rozwazmy kwadratows dziedzing D = [0, 1] x [0, 1]. Nastepnie oznaczmy przez h funkcje
okreslong w obszarze dziedziny D jako horyzont, czyli dowolna gtadks funkcje zdefiniowang
na przedziale [0, 1]. W praktycznych zastosowaniach przyjmuje sie, ze funkcja h jest klasy C?.

Rozwazmy dalej nastepujaca funkcje charakterystyczng

H(z,y) = Liy<n@)}, z,y € [0,1]. (1)

Funkcja H jest zwana funkcjq z horyzontem jesli h jest horyzontem. Funkcja H modeluje
czarno-biaty obraz z horyzontem.

Dziedzina D = [0, 1] x [0, 1] moze zostaé zdyskretyzowana w nastepujacy sposéb. Zalézmy,
ze sktada si¢ ona z siatki N x N pikseli. Wtedy, na kazdej krawedzi dowolnej poddziedziny
D(j1,j2,%), J1,J2 € {0,...,2" =1}, 1 € {0, ..., log, N}, zadanej wzorem

D(j1, g2, %) = [11/2", (71 + 1)/2'] % [52/2", (2 + 1) /27], (2)

mozna oznaczy¢ wspolrzedne odlegte od siebie o 1/N. Dowolne dwie wspétrzedne ustalonej
poddziedziny moga by¢ potaczone liniowym odcinkiem b zwanym beamlet (Donoho & Huo

2000).
Ostatecznie funkcje wedgelet definiuje sie w nastepujacy sposéb (Donoho 1999):

W(z,y) = 1iy<()} z,y € [0,1]. (3)

Stownik funkcji wedgelet definiowany jest jako zbiér wszystkich mozliwych funkeji wedgelet
dla wszystkich mozliwych poddziedzin dziedziny D. Dowodzi sie, ze stownik funkcji wedgelet
daje optymalng reprezentacje obrazu w klasie obrazéw z horyzontem (Donoho 1999). Wyniki
te uogdlnia si¢ na obrazy w skali szarosci oraz kolorowe. W stosunku do klasycznej teorii
falek zauwazmy, ze funkcje wedgelet dostosowujg sie do lokalizacji, skali oraz kata nachylenia
krawedzi w obrazie.

Aproksymacja obrazu z wykorzystaniem stownika funkcji wedgelet przebiega dwuetapowo.
W pierwszej kolejnosci oblicza sig¢ optymalne dopasowanie obrazu za pomocs funkcji wedgelet
dla kazdej poddziedziny dziedziny D. Parametry tego dopasowania zapisuje sie na drzewie
czworkowym stowarzyszonym z podzialem czwérkowym. Nastepnie stosuje sie algorytm ob-
cinania drzewa bottom-up w celu uzyskania optymalne]j reprezentacji obrazu dla zadanego
parametru wagowego A. Minimalizuje si¢ tu bowiem problem uzyskania jak najlepszej repre-
zentacji obrazu (w sensie bledu éredniokwadratowego) przy jak najmniejszej liczbie funkcji
wedgelet (lub bitéw, jesli kompresujemy obraz) uzytych do tej reprezentacii.

W mojej rozprawie doktorskiej (Lisowska 2005) przedstawione zostalo uogélnienie funkeji
wedgelet na przypadek, w ktérym krawedzie moga by¢ dowolnymi krzywymi eliptycznymi
(moga to by¢ fragmenty paraboli, elipsy badz hiperboli). Zostata im wiec nadana nazwa funk-
cje wedgelet drugiego rzedu. Tak uogélnione funkcje byly nastepnie zastosowane do kompresji

1Za swoje osiagniecia naukowe dotyczace, w szczegdlnosci, rzadkiej reprezentacji obrazu, David Donoho
zostal uhonorowany w 2014 roku prestizowa nagroda Shaw Prize wartg milion dolaréw.
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obrazéw rzeczywistych. Ponadto, same funkcje wedgelet znajduja zastosowania w: kompresji
obrazu (Chandrasekaran, Wakin, Baron & Baraniuk 2004; Huo, Chen & Donoho 2004; Li-
sowska 2007; Romberg, Wakin & Baraniuk 2003; Wakin, Romberg, Choi & Baraniuk 2002),
odszumianiu (Demaret, Friedrich, Fiihr & Szygowski 2005; Lisowska 2008b; Lisowska 2009),
wykrywaniu krawedzi (Donoho & Huo 2000; Lisowska 2008a; Willet & Nowak 2003) oraz
wykrywaniu obiektéw (Darkner, Larsen, Stegmann & Ersbgll 2004).

Moje zainteresowania zawodowe zwigzane sg z adaptacyjnymi metodami reprezentacji ob-
razu i stanowia kontynuacje pracy zapoczatkowanej w doktoracie. Moje gtéwne osiagniecia
w tej dziedzinie polegajg na uogdlnieniu teorii funkcji wedgelet na cigglte funkcje smoothlet
dostosowujace si¢, dodatkowo, do stopnia rozmycia krawedzi, oraz na uogélnienie funkcji smo-
othlet na wektory tych funkcji, dostosowujace sie do wielokrotnosci krawedzi wystepujacych
w obrazie. Tak uogoélnione rezultaty zostaly nastepnie wykorzystane do stworzenia szybkich
algorytmow rzadkiej reprezentacji obrazu, a w konsekwencji do powstania efektywnych algo-
rytméw kompresji, detekcji krawedzi oraz odszumiania.

Na rysunku 1 przedstawiono méj wklad w rodzine metod adaptacyjnych na tle metod
znanych z literatury. Funkcje wedgelet drugiego rzedu byly tematem mojej rozprawy dok-
torskiej i nie podlegaja ocenie, za wyjatkiem zastosowania funkcji beamlet drugiego rzedu
do efektywnej kompresji obrazéw krawedziowych. Wszystkie pozostate metody (smoothlets,
multiwedgelets oraz multismoothlets), wraz z metodami obliczania tych reprezentacji oraz ich
zastosowania, okreslaja moj wkiad do habilitacji przedstawiony do oceny i zaprezentowany
ponize;j.

Multismoothlet

wektor funkcji smoothlet
[Lisowska, 2014]

T

Multiwedgelet

wektor funkcji wedgelet

Smoothlet [Lisowska, 2013]
beamlet krzywoliniowy, rozmycie ¢ _Dla wymiary = »
[Lisowska, 2011]  TTTEW——_ /[

~~ ko Surflet
T~ \ypadk Wielomianowy beamlet, dowolny wymiar
s [Chandrasekaran et all, 2004]

Second order wedgelet Platelet

beamlet drugiego rzedu liniowy kolor
[Lisowska, 2003] [Willet, Nowak, 2003]

\ Wedgelet /

liniowy beamlet
[Donoho, 1999]

Rysunek 1: Schemat prezentujacy geometryczne wielorozdzielcze metody adaptacyjne.

4.2 JCURVE — kompresja obrazéw krawedziowych

W pracy [B1] zaprezentowano algorytm kompresji czarno-biatych obrazéw krawedziowych.
Bazuje on na definicji beamleta drugiego rzedu, wprowadzonego w mojej rozprawie doktor-
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skiej. Dla przypomnienia, beamlet drugiego rzedu definiowany jest jako uogélnienie beamleta
na krzywe drugiego rzedu (w tym przypadku zastosowano parabole). Zaproponowany algo-
rytm, nazwany JCURVE, bazuje na definicji algorytmu JBEAM (Donoho & Huo 2000). Réz-
nica miedzy tymi dwoma algorytmami polega na tym, iz zastosowano uogélnione beamlety
w miejsce klasycznych prostych oraz zastosowano szereg drobnych usprawnien majacych na
celu efektywne kodowanie bitéw. Algorytm JCURVE jest progresywnym wielorozdzielczym
algorytmem kompresujacym obrazy zaréwno stratnie jak i bezstratnie. Jego zlozonosé obli-
czeniowa jest rzedu O(N?log, N) dla obrazu o rozmiarze N x N pikseli. Jest to najlepsza
mozliwa ztozonos¢ dla wielorozdzielczych algorytméw wykorzystujacych drzewa czwérkowe do
reprezentacji danych. Jak pokazano w artykule [B1], zaproponowana metoda zapewnia lep-
szg kompresjg¢ bezstratng czarno-biatych obrazéw krawedziowych niz uznane standardy takie
jak JPEG2000, JBIG2 czy JBEAM. Przewaga JCURVE nad najlepszym z tych algorytméw
jest rzedu kilkunastu procent. Nieco mniej spektakularne efekty uzyskuje sie dla kompresji
stratne;j.

4.3 Szybka transformata wedgeletowa

Od czasu zdefiniowania stownika funkcji wedgelet (Donoho 1999) kluczowym problemem
bylo stworzenie szybkiej metody wyznaczania reprezentacji obrazu z wykorzystaniem tego
stownika. Powszechnie stosowang metodg byta metoda naiwna, przeszukujaca caty stownik.
Jej ztozonoé¢ obliczeniowa jest jednak rzedu O(N*log, V), co wyklucza jg z praktycznych za-
stosowan. W pracy (Romberg, Wakin & Baraniuk 2002) zaproponowano wiec metode opartg,
na predykcji géra-dét o ztozonosci obliczeniowej rzedu O(N?). Ciekawszym jednak rozwigza-
niem okazal si¢ pomyst opisany w pracy (Friedrich, Demaret, Fiihr & Wicker 2007), o ztozo-
nosci obliczeniowej rzedu O(N?) i bazujacy na twierdzeniu Greena.

W pracy [Al] zaproponowano tzw. szybkg transformate wedgeletowq (ang. Fast Wedgelet
Transform). Jej ztozonosé obliczeniowa jest rzedu O(N?log, N). Jest to najmniejsza ztozonosé
jaka mozna uzyskac dla stownika funkcji wedgelet. Dlatego tez nadane jej zostalo okreslenie
szybka. Transformata ta bazuje na metodzie obliczania momentéw zaprezentowanej w (Popo-
vici & Withers 2006). Oznacza to, ze parametry optymalnej funkcji wedgelet (czyli najlepie]
reprezentujacej dany fragment obrazu w sensie miary Sredniokwadratowej) dla zadanej pod-
dziedziny obrazu sg obliczane ze wzor6w na momenty a, 8, v. Wtedy, wszystkie punkty (z,v)
nalezace do wykresu funkcji b (czyli beamleta reprezentujacego krawedz) spetniaja nastepu-
jace rownanie

ar+ Ly =".

Twierdzenie o momentach stosuje sie jednak do matematycznego modelu krawedzi. W
przypadku obrazu naturalnego F' nalezy zastosowaé nastepujace wzory na obliczanie mo-
mentoéw, w ktorych sztuczny model krawedzi zastepuje sie rzeczywistym obrazem krawedzi
(Popovici & Withers 2006):

az//AFdxdy, ﬂ:// BF dzdy, 72//0Fdxdy, (4)
D D D

OK 0K 0
=% B3, C= g

gdzie

4 oK) + g%wo (5)

oraz
(1—-2?)(1-v?), dla(z,y) €[-1,1]?
0, W przeciwnym razie.

K(x,y)z{



Nastepnie, majac obliczone parametry beamleta, kolory h; i ho wedgeleta wyznacza sie ze
wzoréw, jak podano w pracy [Al]:

[, WF dzdy _ J[p WF dzdy
[, W dzdy 2T [ Wdzdy

W teorii, dla sztucznie stworzonego modelu obrazu z horyzontem, otrzymujemy optymalne
dopasowanie funkcji wedgelet do krawedzi obecnej na obrazie. Jednak dla rzeczywistych ob-
razow dopasowanie to jest jedynie zblizone do optymalnego. W pracy [A1] zaproponowano
zatem, dodatkowo, metode znajdowania optymalnego dopasowania na bazie tego wyliczonego
z momentow. Dziata ono w ten sposéb, ze im wiecej czasu przeznaczymy na obliczenia, tym do-
kladniejsze przyblizenie otrzymamy. Granicznie otrzymamy dopasowanie optymalne. Wynika
to stad, ze sukcesywnie przeszukujemy coraz to dalsze sasiedztwo dopasowania wyliczonego
z momentow i znajdujemy najlepsze (w sensie miary éredniokwadratowej) dopasowanie w
ramach tego sasiedztwa.

Wprowadzenie szybkiej transformaty wedgeletowej stworzylo warunki do zastosowania
rodziny funkcji wedgelet w aplikacjach dzialajacych w czasie rzeczywistym. Dla testowych
obrazow o rozmiarze 256 x 256 pikseli szybka transformata wedgeletowa dziata w czasie ponizej
jednej sekundy na procesorze Intel Pentium IV 3 GHz . Dla poréwnania, naiwna transformata
wedgeletowa oblicza sie okoto 20 minut.

hy (7)

4.4 Filtrujacy wedgelet

Wiekszo$¢ geometrycznych adaptacyjnych wielorozdzielczych metod reprezentacii obrazu
wykorzystuje drzewa czworkowe jako strukture danych. Jednak w niektérych zastosowaniach
praktycznych taka reprezentacja nie jest efektywna. Jak wiadomo, podziat czwérkowy wymu-
sza czasem rozbicie jednej krawedzi obrazu na dwie dziedziny, prowadzac do nieefektywnej
jej reprezentacji. Dobrym rozwigzaniem wydaje sie wiec byé¢ ,uwolnienie” dziedzin z ram
podziatu czwérkowego. W tym celu w pracy [B2] wprowadzono pojecie filtrujgcego wedge-
leta (ang. sliding wedgelet). Jest to skrzyzowanie pojecia funkcji wedgelet z filtracja obrazu.
Dziedzina funkcji wedgelet petni bowiem role okna, ktére przesuwa, sie po dziedzinie obrazu
z zadanym krokiem w prawo i w dét. W jej obrebie kazdorazowo obliczana jest optymalna
funkcja wedgelet (na podstawie metody momentéw opisanej w pracy [Al]). Obliczenia te
wykonywane sg dla dziedzin réznej wielkodci. Tu réwniez nie stosujemy ograniczen wynikaja-
cych z podziatu czwérkowego. Wyniki takiej transformaty (inaczej méwiac wielorozdzielczej
filtracji) mozemy zapisa¢ w drzewie. Jednak jest to transformata nadmiarowa w stosunku do
klasycznej transformaty wedgeletowej. Wyklucza to wiec zastosowanie tej teorii do efektyw-
nej reprezentacji obrazu. Jest ona jednak skuteczna w zastosowaniach, np. do wykrywania
krawedzi, co zaprezentowano w pracy [B2]. Na tle innych znanych geometrycznych metod
wykrywania krawedzi zaproponowana metoda osigga konkurencyjne wyniki. Dodatkowo, jej
czas dzialania jest rzedu O(N?), a zatem liniowy wzgledem liczby pikseli sktadajacych sie na
obraz.

4.5 Smoothlets

Jak dotychczas, w literaturze rozwazano model obrazu z horyzontem. Metody, ktére pro-
ponowano, miaty optymalnie reprezentowa¢ w sposéb rzadki wlasnie takie obrazy. Zauwazmy
jednak, ze w praktyce krawedzie wystepujace na obrazach sg czesto rozmyte w réznym stopniu.
Dotychczas proponowane metody byly czute na zmiang lokalizacji, skali oraz kata nachylenia



krawedzi, jednak nie na stopiefi rozmycia krawedzi. W pracy [A2] zaproponowano zatem ogol-
niejszy model obrazéw z rozmytym horyzontem. Wprowadzono réwniez nows klase funkc;ji,
nazwang smoothlets opisana ponize;j.

Rozwazmy gladka funkcje b : [0,1] — [0, 1]. Przesuniecie b definiowane jest jako b-(z) =
b(z) +r, dlar,z € [0, 1]. Na podstawie tych funkcji mozemy zdefiniowaé powierzchnie wycig-
gang, reprezentowang przez nastepujacg funkcje:

1 1
E(b,r)(xay) = ;br(m) - ;y, x,y € [O, 1], r e (O, 1] (8)

Innymi stowy, funkcja ta reprezentuje powierzchnie otrzymana jako $lad przesuniecia funkcji
b w przestrzeni R3. Réwnanie (8) mozna przedstawié w nastepujacy sposéb:

r-Epry(z,y) =b(2) —y, x,y€[0,1],r¢€[0,1]. (9)

Zauwazmy, ze dla r = 0 otrzymujemy b, = b i y = b(z). W takim przypadku powierzchnia
wyciagana jest zdegenerowana do funkcji b.
Rozwazmy funkcje E, . Zdefiniujmy funkcje smoothlet w nastepujacy sposéb:

1, dla y < b(=),
S(b,r) (I, y) = E(b,r)(xa y)a dla b(l’) < ) S b,,-(J?), (10)
0, dla y > b.(z),

dla z,y,r € [0, 1].

Funkcje smoothlet dla réznych lokalizacji, skali, kata nachylenia krawedzi oraz stopnia
rozmycia tej krawedzi tworzg wielorozdzielczy stownik funkcji smoothlet. Transformata smo-
othletowa zostata zdefiniowana podobnie jak transformata wedgeletowa. Poniewaz mamy tu
wiecej stopni swobody (doszto bowiem rozmycie) jej czas dziatania jest nieco wiekszy. Dodat-
kowo, w pracy [A2] zaproponowano algorytm kompresji obrazéw z wykorzystaniem transfor-
maty smoothletowej. Jak pokazano w pracy, algorytm ten daje lepsze wyniki kompresji niz
JPEG2000 dla niskich srednich bitowych.

W pracy [A3] zaproponowano szybks wersje transformaty smoothletowej, oparta na mo-
mentach (podobnie jak w pracy [Al]). Jej czas dziatania jest rzedu O(N?log, N). Dodatkowo,
zaproponowano metode odszumiania obrazéw z wykorzystaniem tejze transformaty. Otrzy-
mane wyniki odszumiania obrazéw poréwnano do innych znanych metod, takich jak klasyczne
falki, funkcje curvelets, wedgelets oraz wedgelets drugiego rzedu. Jak wynika z eksperymentéw
zaprezentowanych w pracy, zaproponowana metoda daje konkurencyjne wyniki odszumiania
na tle referencyjnych metod.

Na uwage zastuguje fakt, ze w klasie metod wielorozdzielczych, efektywno$é metod po-
réwnuje si¢ nie tylko praktycznie, przytaczajac wyniki eksperymentéw, ale réwniez teore-
tycznie. Waznym czynnikiem okreslajacym stopien rzadkosci reprezentacji obrazu za pomoca
danej metody, uzywanym w kompresji obrazu, jest tzw. parametr R-D (skrét z ang. Rate—
Distortion), ktéry okresla ilogé bitéw (rate) uzyta do zakodowania obrazu o zadanej jakosci (di-
stortion). Jest to zalezno$¢ asymptotyczna. Dla klasycznych falek wynosi ona D(R) = ky lolng ,
ky € R (Mallat 2008), dla funkcji wedgelet D(R) = kw52, kw € R (Donoho 1999) oraz
dla funkcji smoothlet D(R) = ks%@, ks € R, co udowodniono w pracy [A2]. Jak widzimy,
funkcje smoothlet zapewniaja najlepsza (najrzadsza) reprezentacje w swojej klasie obrazéw
(z horyzontem, a takze z rozmytym horyzontem).

Drugim czynnikiem okreslajagcym stopien rzadkosci reprezentacji obrazu za pomoca da-
nej metody, uzywanym w przetwarzaniu obrazu, jest tzw. aproksymacja M-wspétczynnikowa
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(ang. M-term approximation). Okre$la ona stopief znieksztalcenia obrazu w zaleznoéci od
ilosci istotnych wspdtczynnikéw uzytych do reprezentacii tego obrazu. Dla klasycznych falek
wynosi ona D ~ M~ (Mallat 2008), dla funkcji wedgelet D ~ AM~2 (Donoho 1999) oraz
dla funkcji smoothlet D ~ M3, co udowodniono w pracy [A2]. Ponownie widzimy, ze funk-
cje smoothlet zapewniaja asymptotycznie najlepsza jako$¢ reprezentacji. Dotyczy to zaréwno
klasy obrazow z horyzontem, jak i szerszej klasy — obrazéw z rozmytym horyzontem.

4.6 Multiwedgelets

Dokonujac dalszej analizy obrazéw cyfrowych mozemy dojé¢ do wniosku, ze krawedzie
obecne na obrazie charakteryzuja si¢ nie tylko polozeniem, skalg, katem nachylenia oraz stop-
niem rozmycia ale rowniez i wielokrotno$cig. Zauwazmy, ze w przypadku krawedzi wielokrot-
nych trzeba uzy¢ wielu funkcji wedgelet aby optymalnie aproksymowaé obraz. W pracy [B3]
wprowadzono zatem pojecie multiwedgelet. Jest to wektor funkcji wedgelet przeznaczony do
optymalnej reprezentacji multikrawedzi nie posiadajacych rozmycia.

Oznaczmy jako Bpyj, j,i) zbiér wszystkich niezdegenerowanych beamletéw (czyli nie le-
zacych w catosci na krawedzi dziedziny) zdefiniowanych na dziedzinie D(ji,js,4) dla do-
wolnych 71,72 € {0,...,2° — 1}, i € N. Rozwazmy nastepnie wektor beamletéw bM . . —

Ji.j2,t

[0, spis - - ,b% inils M € N. Bedziemy zwali wektor b} ., multibeamnietem jesli dla wszystkich
ke{l,...,M} b . € Bpgy . dla ustalonych ji, jp € {0,...,2 —1}, i € N.

Oznaczmy jako Wpy;, j, 4 zbiér wszystkich niezdegenerowanych funkcji wedgelet definio-
wanych na dziedzinie D(jy, jz,i) dla dowolnego ji,j» € {0,...,2" — 1}, 4 € N. Rozwazmy
nastepnie wektor funkcji wedgelet W/, . = [W} . ..... . WM. 1 M € N. Wektor wY.
nazywamy multiwedgeletem jesli dla wszystkich k£ € {1,..., M} Wk . . € Wp(;, j,+ dla usta-
lonych 71,72 € {0,...,2° —1},i € N.

Tu jednak powstaje pytanie: w jaki sposéb wykorzysta¢ wektory funkcji do reprezentacii
pojedynczego obrazu? W pracy [B3] udzielono odpowiedzi na to pytanie, proponujac dwa al-
gorytmy wizualizacji multiwedgeleta. Jeden dziata szybko ale daje przyblizone wyniki, drugi
dziata duzo wolniej lecz prowadzi do optymalnego wyniku. W obu przypadkach, w efekcie,
otrzymujemy obraz z M zaznaczonymi krawedziami (mogacymi sie przecinaé) i optymalnie
obliczonymi kolorami zawartymi pomiedzy nimi. Taka reprezentacja obrazu jest rzadka, jed-
nak ze wzgledu na duza liczbg wspétczynnikéw potrzebnych do zakodowania pojedynczego
multiwedgeleta, nie nadaje si¢ do kompresji obrazu. W pracy zaproponowano jednak zasto-
sowanie multiwedgeletéw do odszumiania. Metoda ta bazuje na algorytmie odszumiania za

pomocg smoothletéw, zaprezentowanym w pracy [A3].

4.7 Multismoothlets

W monografii [M] opisano szczegdtowo wszystkie wyzej wymienione idee oraz wprowa-
dzono dalsze ich uogolnienia. Rozwaza sie w niej klase obrazéw z rozmytym multihoryzon-
tem. W tym celu, wprowadzono pojecie multismoothlet — jest to wektor funkeji smoothlet.
Stownik multismoothletéw definiowany jest jako zbiér wektoréw funkcji reprezentujacych kra-
wedzie dla réznych lokalizacji, skali, kata nachylenia, stopnia rozmycia oraz wielokrotnogci
krawedzi. Jak udowodniono w monografii, zaréwno teoretycznie jak i potwierdzono ekspery-
mentalnie, stownik ten zapewnia najlepsz reprezentacje obrazu w klasie obrazéw z rozmytym
multihoryzontem.

Ponadto, w monografii zaproponowano dwa algorytmy wyznaczania multismoothleta dla
zadanej poddziedziny obrazu. Jeden z nich charakteryzuje sie szybkim czasem dzialania kosz-
tem doktadnodci aproksymacji (bazuje na wizualizacji réwnoleglej). Drugi natomiast pozwala



uzyska¢ aproksymacje z zadang doktadnoscia, jednak kosztem dtugiego czasu obliczeri (bazuje
na wizualizacji szeregowe;).

Nastepnie, w monografii zdefiniowano transformate multismoothletows, bazujaca na szyb-
kiej transformacie wedgeletowej. Zauwazmy jednak, ze zadna z transformat dotychczas zapro-
ponowanych w literaturze w dziedzinie wielorozdzielczych geometrycznych metod adaptacyj-
nych nie byla niezmiennicza na przesuniecia. Oznacza to, ze dla nieznacznie przesunietego
obrazu, otrzymamy zupetnie inny zbiér wspétczynnikéw w wyniku transformaty. Jest to, nie-
stety, wadg wszystkich transformat bazujacych na podziale czwérkowym obrazu. W monografii
zaproponowano zatem réwniez transformate multismoothletowq niezmienniczq na przesunie-
cia. Pomyst tej transformaty opiera sie na filtrujacych multismoothletach (jest to uogélnienie
teorii filtrujacych wedgeletéw zaproponowanych w pracy [B2]). Zauwazmy, ze jest to transfor-
mata nadmiarowa w stosunku do zwyklej transformaty multismoothletowej. Moze byé jednak
zastosowana np. do wykrywania krawedzi, jak zaprezentowano w monografii.

W ramach praktycznych zastosowan teorii prezentowanej w monografii, zaproponowano
réwniez algorytmy przetwarzania obrazu. W czesci praktycznej monografii opisano algorytmy
kompresji, odszumiania oraz wykrywania krawedzi. Wszystkie te algorytmy bazuja na trans-
formacie multismoothletowej oraz jej przypadkach szczegdlnych (transformacie multiwedgele-
towej czy smoothletowej). Do wykrywania krawedzi zaproponowano, dodatkowo, zastosowanie
transformaty multismoothletowej niezmienniczej na przesuniecia. Wszystkie wyniki przetwa-
rzania obrazu z uzyciem zaproponowanych metod poréwnano do odpowiednich standardéw
znanych z literatury. Jak pokazaly wyniki eksperymentéw, zaproponowane metody znacz-
nie poprawiaja wyniki uzyskiwane przez metody znane z literatury oraz uznane standardy
przetwarzania obrazu.

4.8 Podsumowanie

Niektore z zaprezentowanych powyzej idei wydaja sie by¢ oczywiste z matematycznego
punktu widzenia. Uogoélnienia klas funkcji, czy uogélnienie funkcji na wektory funkeji, sa naj-
czgscie] spotykanymi uogdlnieniami w matematyce. Jednak z punktu widzenia informatyki,
efektywne zastosowanie tak tatwo otrzymanych teorii nie jest juz takie natychmiastowe. Nie
wystarczy bowiem zaproponowac algorytm, musi on dziata¢ skutecznie i charakteryzowaé sie
akceptowalng zlozonoscig obliczeniows. Jak dotychczas, duzym wyzwaniem bylo stworzenie
szybkiego algorytmu obliczania transformaty wedgeletowej. Jak sie jednak okazalo, zastoso-
wanie metody momentéw pozwolito na prace w czasie rzeczywistym.

Podsumowujgc, w swoich pracach poszerzylam klase obrazéw z horyzontem, powszech-
nie analizowana w literaturze, do klasy obrazéw z rozmytym horyzontem, a nastepnie do
klasy obrazéw z rozmytym multihoryzontem. Zaproponowatam dedykowane metody rzadkiej
reprezentacji obrazu dla obu tych klas. Udowodnitam teoretycznie oraz potwierdzitam eks-
perymentalnie, ze metody te daja lepsze wyniki aproksymacji niz metody znane z literatury.
Co wigcej, metody te dajg lepsze wyniki wrecz na szerszej klasie obrazéw niz powszechnie
dotychczas stosowana klasa obrazéw z horyzontem.

Zaproponowane przeze mnie metody rzadkiej aproksymacji obrazéw wykorzystatam do
zaprojektowania wybranych algorytmoéw przetwarzania obrazéw. Algorytm JCURVE stanowi
najlepszg metodg kompresji czarno-biatych obrazéw krawedziowych, lepszg od uznanych stan-
dardow. Zaproponowana metoda wykrywania krawedzi wykorzystujaca filtrujacy multiwedge-
let wydaje si¢ by¢ konkurencyjng metodg wéréd geometrycznych metod wykrywania krawedzi
znanych z literatury. Zaproponowana metoda odszumiania obrazu daje konkurencyjne wyniki
dla waskiej klasy obrazow charakteryzujacych sie rozmytoscig i brakiem szczegétowych tek-
stur.



Monografia [M] stanowi podsumowanie catej mojej dotychczasowej pracy naukowej opisa-
nej powyzej. Przedstawitam w niej wiele propozycji dalszej pracy oraz probleméw otwartych.
Sama tez zamierzam kontynuowaé swojg prace w tym kierunku.

5 Dodatkowe osiggniecia

Poza moimi gléwnymi zainteresowaniami naukowymi prowadze jeszcze badania wraz z
profesorem dr hab inz. Wiestawem Kotarskim oraz dr Krzysztofem Gdawiec. Badania te
dotycza glownie wizualizacji metod iteracyjnych tworzacych wzory o walorach estetycznych
(fraktale, superfraktale, systemy dynamiczne, wielomianografy, biomorfy). Zbieznosé iteraci,
a w konsekwencji istnienie wzoréw, wynika z twierdzenia Banacha o punkcie stalym. Zatem
jako dodatkowe osiggnigcia przedkladam nastepujace prace (méj procentowy udzial w tych
pracach przedstawiam w nawiasach kwadratowych):

[D1 | Kotarski W., Lisowska A., ,Fractal Rendering of 3D Shapes”, Proceedings of IECON
‘06 Conference, Paryz, Francja, pp. 3391-3396, 2006. [50%]

[D2 | Kotarski W., Lisowska A., ,Fractal Solid Bodies”, Computer Methods and Systems,
Krakéw, pp. 323-328, 2007. [50%]

[D3 ] Gdawiec K., Kotarski W., Lisowska A., , Fractal Rendering of Arbitrary Catmull-Clark
Surfaces”, Computer Methods and Systems, Krakéw, pp. 401-406, 2009. [15%]

[D4 ] Gdawiec K., Kotarski W., Lisowska A., , Automatic Generation of Aesthetic Patterns
with the Use of Dynamical Systems”, Lecture Notes in Computer Science, Springer,
Heidelberg, Vol. 6939, pp. 691-700, 2011. [25%]

[D5 | Kotarski W., Gdawiec K., Lisowska A., ,Polynomiography via Ishikawa and Mann
Iterations”, Lecture Notes in Computer Science, Springer, Berlin, Heidelberg, Vol. 7431,
pp. 305-313, 2012. [30%)

[D6 | Gdawiec K., Kotarski W., Lisowska A., , Polynomiography with Non-Standard Itera-
tions”, WSCG Poster Proceedings, Union Agency, pp. 21-26, 2014. [30%]

Wszystkie wylistowane powyzej prace zostaly oméwione w kolejnoéci wylistowania.

5.1 Fraktalne generowanie ksztaltéw 3D

Problem fraktalnego generowania ksztattu dla zadanego systemu funkcji iterowanych (ang.
Iterated Function System, w skrécie IFS) jest problemem trywialnym (Barnsley 1993). Znacz-
nie trudniej rozwigza¢ problem odwrotny, czyli znalez¢ dla danego ksztattu uktad IFS. Jedy-
nie dla przypadkow szczegélnych, korzystajac z samopodobienstwa ksztattu, mozna otrzymaé
uklad IFS w dos¢ prosty sposéb. Opierajac sie na pracy (Goldman 2004), w ktérej wska-
zano posta¢ uktadu IFS do wygenerowania krzywej Béziera, w artykule [D1] zaproponowano
algorytm fraktalnego generowania ksztattu 3D zlozonego z platéw Béziera. W pracy [D2] wy-
niki z artykutu [D1] rozszerzono na mozliwoé¢ fraktalnego generowania objgtoéci. Praca [D3)]
pokazuje mozliwos¢ fraktalnego generowania ksztattéw 3D modelowanych za pomoca platéw
Catmulla-Clarka. Nalezy podkredli¢, ze fraktalne modelowanie obiektéw jest niezalezne od
rozdzielczosci oraz moze postuzy¢ do wielorozdzielczego kodowania obiektéw graficznych za
pomocg wspoétczynnikéow uktadéw IFS.
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5.2 Modyfikacje generowania orbit systeméw dynamicznych

Standardowo, orbity systeméw dynamicznych powstaja w wyniku iterowania, pewnych
funkcji z uzyciem iteracji Picarda. Np. iterujac znang od lat 1980-tych ubiegtego wieku trans-
formacje Gumowskiego-Miry otrzymuje sie, przy réznych wartosciach parametréw, wyjatkowe
formy przypominajace organizmy tworzace plankton. W pracy [D4] zaproponowano: zasta-
pienie iteracji Picarda ogdlniejsza iteracja Krasnosielskiego, proces losowego mieszania Sys-
temow dynamicznych oraz rézne algorytmy kolorowania. Dzigki tym modyfikacjom istotnie
poszerzono zbiér mozliwych do wygenerowania wzoréw graficznych, wéréd ktérych znajduje
si¢ wiele form o duzych walorach estetycznych. Wzory generowane przy uzyciu systeméw dy-
namicznych mogg znalez¢ zastosowanie w grafice komputerowej do tworzenia tekstur. Moga
tez inspirowa¢ projektantéw przy tworzeniu wzoréw uzytkowych.

5.3 Modyfikacje algorytmu wielomianografowego

W roku 2002 Kalantari wprowadzil pojecie wielomianografii (ang. polynomiography),
ktora przedstawia wizualizacje procesu znajdowania pierwiastkéw wielomiandéw zespolonych
przy uzyciu np. metody Newtona lub jej uogélnien. Wielomianografia taczy w sobie matema- .
tyke i sztuke. W pracach [D5] i [D6] zaproponowano uogélnienie wielomianografii Kalantariego
na rozne rodzaje iteracji znane z literatury. W pracy [D5] uzyto iteracji Manna i Ishikawy
zamiast iteracji Picarda, a w pracy [D6] zastosowano najogdlniejsze wieloparametrowe ro-
dzaje iteracji (Karakaya, Suantai) oraz wykorzystano do kolorowania rézne mapy koloréw.
Dzigki temu zostala istotnie poszerzona klasa wzoréw graficznych generowanych za pomocy
wielomianografii Kalantariego.
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