Autoreferat

1. Imie i nazwisko

Fukasz Debowski

2. Posiadane dyplomy

1999 — Uniwersytet Warszawski, Wydzial Fizyki
Dyplom ukonczenia studiéw magisterskich w zakresie fizyki specjalnoéé¢ fizyka teoretyczna z
wynikiem bardzo dobrym (z wyréznieniem). Praca magisterska pt. Teoria funkcjonalu gestosci dla
monowarstw zaadsorbowanych na podiozu krystalicznym napisana pod kierunkiem prof. dr. hab.
Marka Napiérkowskiego.

2005 — Polska Akademia Nauk, Instytut Podstaw Informatyki
Dyplom uzyskania stopnia doktora nauk matematycznych w zakresie informatyki (z wyr6z-
nieniem) uzyskany na podstawie rozprawy doktorskiej pt. Wilasnosci entropii nadwyzkowej dla

procesow stochastycznych nad réznymi alfabetami napisanej pod kierunkiem doc. dr. hab. Jana
Mielniczuka.

3. Zatrudnienie w jednostkach naukowych

06.2000-teraz — Polska Akademia Nauk, Instytut Podstaw Informatyki, Warszawa
06.2000-11.2005 — zatrudnienie na stanowisku asystenta w wymiarze pelnego etatu
12.2005-teraz — zatrudnienie na stanowisku adiunkta w wymiarze pelnego etatu
01.2008-12.2009 — Centrum voor Wiskunde en Informatica, Amsterdam
— zatrudnienie na stanowisku stazysty podoktorskiego w wymiarze pelnego etatu

4. Podstawowe osiggniecie

Jako podstawowe osiagniecie przedktadam cykl artykutow pt. Wilasnosci dyskretnych procesow sto-
chastycznych o szybko rosngcej informacji wzajemnej miedzy blokami, na ktory sktadaja sie nastepujace
prace:

(A) L. Debowski, (2010). Variable-Length Coding of Two-Sided Asymptotically Mean Stationary
Measures. Journal of Theoretical Probability, 23:237-256.

(B) L. Debowski, (2011). On the Vocabulary of Grammar-Based Codes and the Logical Consistency
of Texts. IEEE Transactions on Information Theory, 57:4589-4599.

(C) L. Debowski, (2012). Mixing, Ergodic, and Nonergodic Processes with Rapidly Growing Infor-
mation between Blocks. IEEE Transactions on Information Theory, 58:3392-3401.

(D) L. Debowski, (2012). On Hidden Markov Processes with Infinite Excess Entropy. Journal of
Theoretical Probability, DOI: 10.1007/s10959-012-0468-6.

Powyzsze prace dotycza teorioinformacyjnych wtasnosci dyskretnych proceséw stochastycznych z
daleka pamiecia, a ich punktem wyjécia i motywacja bylta refleksja nad statystycznymi wtasnosciami
tekstéw w jezyku naturalnym (czyli np. w jezyku polskim lub angielskim).
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Wydaje sie intuicyjnie oczywiste, ze teksty tworzone przez ludzi nie moga by¢ tworzone ani w
sposob czysto deterministyczny, ani w sposéb czysto losowy. Jezeliby rozpatrywacé teksty w jezyku
naturalnym jako realizacje pewnego procesu stochastycznego, to mozna by przypuszczaé, ze proces
ten ma takze wlasnosé, jak na razie nieformalnie rozmumianego, niedeterminizmu i dalekiej pamieci.
Odpowiednich formalnych poje¢ w przypadku proceséw o wartosciach dyskretnych, a takiez wystar-
czaja do modelowania tekstu, dostarcza aparat teorii informacji (Cover i Thomas, 2006; Crutchfield i
Feldman, 2003). Warunek niedeterminizmu mozna sformalizowaé jako warunek, ze intensywnos$é entro-
pii (entropy rate, entropia procesu) jest dodatnia, za$ warunek dalekiej pamieci mozna sformalizowaé
jako warunek, ze entropia nadwyzkowa (excess entropy, informacja wzajemna miedzy przeszlodcia a
przyszloscia procesu) jest nieskonczona. (Entropia nadwyzkowa jest skonczona dla proceséw Markowa
i ukrytych proceséw Markowa o skonczonej liczbie stanéw.)

Juz w momencie narodzin teorii informacji Shannon (1951) prébowal mierzyé¢ entropie jezyka
naturalnego (konkretnie, jezyka angielskiego). Otrzymatl on stynne oszacowanie intensywnosci entropii
jako okolo 1 bit na litere. Kilka dekad pézniej Hilberg (1990) przerysowal wykres entropii warunkowe;
z pracy Shannona w skali podwojnie logarytmicznej i spostrzegt, ze punkty na nim uktadaja sie w
przyblizeniu na linii prostej. Oznacza to, ze informacja wzajemna pomiedzy przylegajacymi blokami
tekstu dlugoéci n roénie proporcjonalnie do n?, gdzie 8 € (0,1). W konsekwencji entropia nadwyzkowa
dla jezyka naturalnego bylaby istotnie nieskonczona.

Badacze badajacy uklady zlozone, zainspirowani artykutem Hilberga (1990), zwrdcili uwage, ze
procesy o nieskonczonej entropii nadwyzkowej pojawiaja sie nie tylko w modelowaniu jezyka natural-
nego (Crutchfield i Young, 1989; Ebeling, 1997; Ebeling i Poschel, 1994; Gramss, 1994; Bialek et al.,
2001; Shalizi i Crutchfield, 2001; Crutchfield i Feldman, 2003; Lohr, 2009). Réwniez z czysto mate-
matycznego punktu widzenia entropia nadwyzkowa jest interesujaca miara zaleznosci dla proceséw
losowych o wartosciach nominalnych, dla ktérych analiza autokorelacji nie jest dobrym narzedziem do
opisu zaleznosci procesu.

Pokrotce omawiajac wezesniejsze prace, nalezy wspomnied, ze entropia nadwyzkowa bylta juz bada-
na dla kilku klas proceséw stochastycznych, jakkolwiek znane wyniki sa dos¢ wycinkowe. Najbardziej
klasyczny rezultat dotyczy proceséw gaussowskich, dla ktérych Grenander i Szegd (1958, Section
5.5) wyprowadzili przedstawienie calkowe entropii nadwyzkowej, za$ Finch (1960) obliczyl wartosé
tej calki dla proceséw autoregresyjnych $redniej ruchomej (ARMA). W przypadku proceséw ARMA
entropia nadwyzkowa jest skonczona. Ponadto Debowski (2005) pokazal, ze entropia nadwyzkowa
jest skonczona dla procesu gaussowskiego wtedy i tylko wtedy, gdy > ;o k |ozk,|2 < 00, gdzie ay, jest
funkcja autokorelacji cze$ciowej. Kilka dalszych prac dotyczy proceséw nad alfabetem skoniczonym
o nieskonczonej entropii nadwyzkowej. Na przyklad, Bradley (1980) skonstruowal pierwszy przyklad
procesu mieszajacego majacego te wlasnos¢é. Gramss (1994) zbadal proces generowany przez czestosci
zer 1 jedynek w ciagu kréliczym (rabbit sequence). Travers i Crutchfield (2011) zbadali kilka ukrytych
proceséw Markowa o nieskoniczonej liczbie stanéw ukrytych. Byly podejmowane takze proby uogdlnie-
nia entropii nadwyzkowej na przypadek dwuwymiarowych p6l losowych (Feldman i Crutchfield, 2003;
Bulatek i Kaminski, 2009). Mahoney et al. (2009) oraz Ellison et al. (2009) wyprowadzili wzér na
entropie nadwyzkowa w terminach predykcyjnych i wstecznie predykcyjnych e-maszyn, czyli minimal-
nych unifilarnych ukrytych reprezentacji Markowa procesu (Shalizi i Crutchfield, 2001; Lohr, 2009)
(definicje unifilarnych proceséw Markowa mozna znalezé takze w pracy (D)).

Po zapoznaniu sie z wyzej wymieniong literaturg zainteresowatem sie matematycznymi wlasnoscia-
mi proceséw o potegowo rosnacej informacji wzajemnej miedzy przyleglymi blokami oraz ewentualnymi
lingwistycznymi interpretacjami tych wlasnoéci. Trop ten okazal sie by¢ ptodny i stanowi motyw prze-
wodni przedktadanego cyklu artykutéw. Szczegdlowe omawianie moich osiggnieé rozpoczne od pracy
(B) zawierajacej najbardziej interesujacy rezultat. W nastepnej kolejnosci oméwie prace (C) i (A),
a jako ostatnia zreferuje prace (D).
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Praca (B): W pracy tej przedstawilem nowe objasnienie rozkladu stéw w jezyku naturalnym.
Aby osiagnaé ten cel, rozpatrzytem nowa klase kodéw opartych na gramatykach (Kieffer i Yang,
2000; Charikar et al., 2005) i zbadatem niektére teorioinformacyjne wlasnosci mocno nieergodycznych
proceséw stacjonarnych.

Rozklad stéow w tekscie jest dosé dobrze opisywany przez empiryczne prawo Zipfa-Mandelbrota
(Zipf, 1965; Mandelbrot, 1954), ktére glosi, ze czestosé stowa jest ujemna potega jego rangi czestosci
w zbiorze wszystkich sléw w tekscie. Troche wysitku w stosowanym rachunku prawdopodobienstwa
poswiecono wyprowadzaniu tego prawa dla réznych wyidealizowanych modeli. Najbardziej znanym
objasnieniem jest model ,malpy przy klawiaturze”. W tym objasnieniu kolejne znaki tekstu sa mode-
lowane jako ciag niezaleznych zmiennych losowych o identycznym rozkladzie (IID), ktére przyjmuja
wartoéci zarowno liter jak i spacji, zas prawo Zipfa-Mandelbrota mozna wywies¢ dla ciggéw liter
oddzielonych spacjami (Mandelbrot, 1954; Miller, 1957). Inne opublikowane objasnienia bazuja np. na
procesach multiplikatywnych (Simon, 1955) lub grach (Harremoés i Topsge, 2001).

W pracy (B) rozpatrywalem scatkowana wersje prawa Zipfa-Mandelbrota, zwyczajowo nazywana
prawem Herdana lub Heapsa w literaturze anglojezycznej. Prawo to glosi, ze liczba réznych stow w
tekscie jest proporcjonalna do potegi dlugosci tekstu (Kuraszkiewicz i Lukaszewicz, 1951; Guiraud,
1954; Herdan, 1964; Heaps, 1978). Teze te mozna wywies¢ z prawa Zipfa-Mandelbrota, zaktadajac
pewna regularno$é wzrostu tekstu (Khmaladze, 1988; Kornai, 2002).

Objasnienie prawa Herdana zaproponowane w pracy (B) uwzglednia dwie wlasnosci jezyka natu-
ralnego:

1. Stowa, w rozumieniu lingwistycznym, moga zosta¢ wyréznione w sposob automatyczny w tekscie
nawet po usunieciu spacji (Wolff, 1980; de Marcken, 1996; Kit i Wilks, 1999).

2. Teksty, w rozumieniu lingwistycznym, odnosza sie do wielu faktéw nie znanych czytelnikowi a
priori, ale zwykle odnoszg sie do tych faktéw w sposéb zgodny i powtarzalny.

W pracy (B) udowodnilem stwierdzenie, ktére mozna wyrazi¢ nastepujaco w sposéb nieformalny,
zakladajac dalej 5 € (0,1):

(H) Jezeli tekst dtugoéci n opisuje n” niezaleznych faktéw w sposéb powtarzalny, to tekst ten zawiera
co najmniej n®/logn réznych stéw.

Aby przettumaczy¢ stwierdzenie (H) na twierdzenie formalne, przyjalem pewien model matematyczny
stow, tekstéw i faktéw, ktéry jest motywowany lingwistycznie. Podstawowe zalozenia opisane sg po-
nizej. Zakltadam, ze N oznacza zbiér $cidle dodatnich liczb catkowitych. Dla ustalonego przeliczalnego
zbioru X, nazywanego alfabetem, oznaczam zbiér niepustych napiséw jako XT := Unen X, a zbiér
wszystkich napiséw jako X* := X*T U{\}, gdzie ) jest napisem pustym. Dtugos$é napisu w € X* bedzie
oznaczana jako |w|.

Liczba réznych stéw w teksScie: Lingwisci zaobserwowali, ze ciagi znakow, ktore powtarzaja
sie w tekscie dostatecznie czesto, czesto odpowiadaja calym stowom badz zbitkom takim jak Nowy
Jork. Szczegblnie dobra odpowiedniodé otrzymuje si¢, gdy granice stéw wykrywane sa kodem gra-
matykowym, ktéry minimalizuje dlugo$é pewnego kodowania tekstu (Wolff, 1980; de Marcken, 1996;
Kit 1 Wilks, 1999; Nevill-Manning, 1996). Z tego powodu, liczba stéw w formalizacji stwierdzenia
(H) zostala zamodelowana przez liczbe réznych symboli nieterminalnych w takim kodowaniu. Ponizej
przedstawiam niektére detale tej konstrukeji.

Kody gramatykowe kompresuja teksty, przeksztalcajac je najpierw w specjalne gramatyki, nazywa-
ne gramatykami dopuszczalnymi (Kieffer i Yang, 2000), a nastepnie kodujac te gramatyki jako teksty
wedtug pewnej prostej metody. Gramatyka dopuszczalng nazywa sie gramatyke bezkontekstowa, ktora
generuje syngieltonowy jezyk {w} dla pewnego napisu w € X* (Kieffer i Yang, 2000). Podzbiér takich
gramatyk bedzie oznaczany jako G(w), natomiast zbiér gramatyk dopuszczalnych dla wszystkich na-
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piséw bedzie oznaczany jako G := (J,,cx- G(w). Jezeli napis w zawiera powtarzajace si¢ podnapisy, to
pewna gramatyka G(w) wynajduje te powtérzenia i reprezentuje napis w w sposob zwiezly.

W gramatyce dopuszczalnej dla kazdego symbolu nieterminalnego istnieje dokladnie jedna reguta i
mozna uporzadkowaé symbole nieterminalne w taki sposéb, ze symbole przepisywane sg na ciagi $cisle
nastepujacych po sobie symboli (Kieffer i Yang, 2000; Charikar et al., 2005). Zatem taka gramatyka
jest dana przez zbior regut produkcji

A1 — O,
G— Ag — 9, : (1)

A, — ap

gdzie Ay jest symbolem startowym, inne A; nazywam nieterminalami drugorzednymi, za$ prawe strony
regul produkcji spelniaja a; € ({Ait1, Aitvo, ..., An} UX)

Konkretny przyklad gramatyki dopuszczalnej to

Ay — Ay Ay Ay Asdear_childrenAs Asall.

Ay — Asyouds

Ag — A4,t0, . (2)
A, — Good_morning

Ay — Py

Jezeli rozpoczniemy wyprowadzenie od symbolu A; i bedziemy podazaé za regutami produkeji, otrzy-
mamy tekst piosenki

Good morning to you,

Good morning to you,

Good morning, dear children,
Good morning to all.

W kompresjach dhuzszych tekstow, symbole nieterminalne A; czesto odpowiadaja calym stowom lub
zbitkom stow, zwlaszcza jezeli narzuca sie dodatkowy warunek, zeby drugorzedne symbole nietermi-
nalne byly definiowane jako ciagi wylacznie symboli terminalnych (Kit i Wilks, 1999). Taki rodzaj
gramatyk nazywam gramatykami plaskims.

Liczba réznych symboli nieterminalnych w gramatyce (1) bedzie nazywana rozmiarem stownika
gramatyki G i oznaczana jako

VI[G] := card {A1, Ag, ..., Apn} = n. (3)

Z kolei funkcja I' : XT — G taka, ze ['(w) € G(w) dla wszystkich w € X+ nazywana jest transformacjq
gramatykowq (Kieffer i Yang, 2000). W pracy (B), skonstruowalem dopuszczalnie minimalne trans-
formacje gramatykowe, ktére minimalizuja dtugo$é pewnego kodowania tekstu. Do rozmiaru stownika
tych gramatyk odnosi si¢ formalizacja stwierdzenia (H). Scista definicja transformacji dopuszczalnie
minimalnych jest zbyt techniczna, aby ja tu przedstawia¢ — mozna ja znalezé w pracy (B). Moge
nadmienié¢, ze transformacje dopuszczalnie minimalne przypominajg transformacje rozpatrywane przez
lingwistéw (de Marcken, 1996; Kit i Wilks, 1999) oraz transformacje, ktére badali Charikar et al.
(2005), a ktére nazywam transformacjami minimalnymi w sensie Yanga-Kieffera. W szczegdlnosci
istnieja transformacje dopuszczalnie minimalne, ktérych obrazami sa wylacznie gramatyki ptaskie.

W drugiej kolejnosci potrzebujemy sformutowaé¢ model nieskoniczonego tekstu, ktéry opisuje losowe
fakty w sposob powtarzalny. Zaréwno tekst jak i zbior faktéw wielokrotnie opisywanych w tekécie beda
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modelowane jako procesy stochastyczne. Poniewaz wprowadzilem nowy model matematyczny jezyka
naturalnego, po$wiecam wiecej miejsca na jego umotywowanie.

Model tekstéw i faktéw: Niech (X;);cz bedzie procesem stochastycznym na przestrzeni proba-
bilistycznej (2,3, P), gdzie zmienne X; : Q — X przyjmuja wartosci z przeliczalnego alfabetu X. Ten
proces bedzie modelowaé nieskonczenie dtugi tekst, gdzie X; sa kolejnymi jednostkami tekstu. Mozemy
sobie wyobrazaé, ze warto$ciami X; sa znaki (litery, spacje, lub znaki interpunkcyjne), jezeli zbiér X
jest skonczony, badz stowa lub zdania, jezeli zbiér X jest nieskoniczony. Z kolei, niech Zj : Q — {0,1},
k € N, beda niezaleznymi binarnymi zmiennymi losowymi o rozkladzie jednostajnym. Bedziemy za-
kladaé, ze wartosci Zj, sa nie znane a priori czytelnikowi tekstu, ale mozna sie ich z tekstu nauczy¢.
Zmienne Zj, bedg nazywane faktami. Mozemy sobie wyobrazac, ze wartosciami Zj sa wartosci logiczne
(1=prawda i 0=falsz) pewnych systematycznie wyliczanych stwierdzen, ktore sa logicznie niezalezne.

W szczegodlnosci bedziemy zaktadaé, ze warto$é kazdego faktu Z; mozna wywnioskowaé z poinie-
skonczonego tekstu, jezeli rozpoczniemy czytanie od arbitralnej pozycji. Zalozenie to czynimy, aby
uwzgledni¢ postulat, ze fakty opisywane sa w tekscie w sposéb powtarzalny. W dalszej kolejnosci
notacja Xy 1= (Xi)m<i<n bedzie uzywana na oznaczenie ciagéw zmiennych X;, nazywanych takze
blokami. Bloki X,,., modeluja teksty skoniczone. Nastepujaca defnicja ujmuje potrzebna nam wtasnosé:

Definicja 1. Proces stochastyczny (X;)iez nazywa sie mocno nieergodycznym, jeZeli istnieje cigg
niezaleznych zmiennych losowych (Zy)ken o rozkladzie jednostajnym P(Z, = 0) = P(Z, = 1) = %
oraz funkcje s : X* — {0,1}, k € N, takie, Ze

h_)m P(Sk(Xt-I—l:t—l—n) = Zk) =1, vVt € Z,Vk € N. (4)

Definicja ta zostala po raz pierwszy sformulowana w omawianej dalej pracy (E).

Funkcje s motywowane sa idea, ze istnieje ustalona metoda interpretowania skonczonych tekstow w
jezyku naturalnym, aby wywnioskowywaé z nich wartosci roznych faktéw. W zargonie lingwistycznym
metode te nazywa sie kompetencja jezykowa. Dzieki niej dowolny fakt, ktory jest wzmiankowany w
tekscie w sposéb powtarzalny, moze zosta¢ wywnioskowany przez czytelnikéw z tekstu niezaleznie od
miejsca, w ktérym rozpoczna czytanie.

7 probabilistycznego punktu widzenia, proces stacjonarny jest mocno nieergodyczny wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje ciagla zmienna losowa Y : Q@ — (0, 1) mierzalna wzgledem o-algebry niezmienniczej
generowanej przez proces. Taka zmienna stanowi przyktadu parametru w statystyce bayesowskiej. Na
przyklad, wzigcie Y = >, 277, odpowiada jednostajnemu rozktadowi a priori na Y. Stad wynika,
ze kazdy stacjonarny proces mocno nieergodyczny jest nieergodyczny, zob. praca (E) omawiana dalej.

Aby zilustrowaé, jak pojecie procesu mocno nieergodycznego odpowiada intuicjom dotyczacym
ludzkiej komunikacji, rozpatrzmy nastepujacy przyklad, ktéry nazwatem procesem Santa Fe. Jest
on bardzo prosty, a zarazem odmienny od modeli parametrycznych tradycyjnie rozpatrywanych w
statystyce. Na chwile, pot6zmy alfabet X = N x {0, 1} i wprowadZmy proces (X;);cz postaci

X = (K, Zg;), (5)

gdzie procesy (Zp)ren 1 (K;)icz sa probabilistycznie niezalezne, a (K;);cz jest takim ergodycznym
procesem stacjonarnym, ze P(K; = k) > 0 dla kazej liczby naturalnej k € N. Przy takich zalozeniach
mozna pokazaé, ze (X;);cz jest procesem mocno nieergodycznym (por. praca (E) dyskutowana dalej).

Zmiennym X; = (K;, Zk,) mozna przydaé nastepujaca interpretacje lingwistyczna: Wyobrazmy
sobie, ze (X;);cz jest ciagiem kolejnych stwierdzen wydobytych z nieskonczenie dlugiego tekstu opi-
sujacego nieskoniczony obiekt losowy (Zk)reny W sposob niesprzeczny. Kazde stwierdzenie X; = (k, 2)
komunikuje zaréwno adres k losowego bitu obiektu (Zx)ren jak i jego warto$é Zp = z. Logiczna nie-
sprzecznosé¢ opisu odzwierciedlona jest w nastepujacej wlasnosci: Jezeli dwa stwierdzenia X; = (k, 2)
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i X; = (K, 2') opisuja bity o tym samym adresie (k = k) to zawsze przypisuja im te¢ sama wartosé
(z = 2'). Zwréémy uwage, ze kolekcja faktéw (Zk)reny moze byé postrzegana jako obiektywny stan
$wiata, ktory poprzedza tekst (X;)i;ez, badz jako dziedzictwo historyczne, ktére jest generowane w
trakcie tworzenia tekstu i zapamietywane do generowania kolejnych zmiennych X;. Model (5) dopusz-
cza dowolng z tych dwu interpretacji.

W formalizacji stwierdzenia (H) liczba réznych faktéow opisywanych przez skoniczony tekst Xi.,
zostala utozsamiona z liczba zmiennych Z;, ktére mozna przewidzie¢ z prawdopodobiefistwem co
najmniej d przy danym Xj.,. To znaczy liczbe te rozumie si¢ jako moc zbioru

Us(n) :={k € N: P (s (X1.n) = Zg) >}, (6)

gdzie § > 1. Jak pokazalem w pracy (B), moc zbioru Us(n) jest rzedu n” dla procesu Santa Fe (5),
jezeli K; sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o identycznym rozkladzie potegowym

P(K;=k)=kP/¢(87h), (7)

gdzie 8 € (0,1), a ((x) = > g2, k=% to funkcja zeta. Dla odmiany, moc zbioru Us(n) jest rzedu logn,
jezeli (X;)iez jest procesem Bernoulliego z losowym parametrem Y = Y, 27%Z;. Nalezy zwrocié
uwage, ze moc zbioru Us(n) dla danego procesu zalezy od doboru funkcji sy, i faktéw Zy. Rozpatrywana
dalej formalizacja stwierdzenia (H) jest jednak prawdziwa dla dowolnego wyboru funkeji sy i faktow
Zy, jezeli tylko zachodzi warunek (4).

Teraz moge juz przedstawi¢ gléwny wynik pracy (B). Niech E bedzie operatorem wartosci oczeki-
wanej, za$ card A niech oznacza moc zbioru A. Uzywam takze nastepujacego pojecia, ktére wprowadzit
Shields (1997):

Definicja 2. Proces (X;)icz nazywany jest procesem o skonczonej energii, jezeli
P(Xp il it fou] = W X1 jo) = w) < Kl (8)

dla wszystkich t € Z, wszystkich u,w € X*, oraz pewnych stalych 0 < ¢ <1 ¢ K > 0, pod warunkiem,
ze P(Xy 144w =w) > 0.

Warunek (8) jest spelniony dla dowolnego procesu stochastycznego zakléconego przez probabilistycznie
niezalezny szum IID (Shields, 1997).
Moja formalizacja stwierdzenia (H) ma nastepujaca postaé:

Twierdzenie 1. Niech (X;);cz bedzie stacjonarnym mocno nieergodycznym procesem o skonczonej
energii nad skonczonym alfabetem X. Zalozmy, Ze zachodzi nieréwnosc

lim inf card Us(n)
n—oo nﬁ

>0 9)

dla pewnych B € (0,1), § € (%, 1) i zbiorow (6), gdzie funkcje sy spelniajq (4). Wowczas

. V[F(Xl'n)] P
1 E(—————=] >0 10
mw® (e (10)
dla dowolnego p > 1 i dowolnej dopuszczalnie minimalnej transformacji gramatykowej I' : XT — G.

Jak pokazalem w pracach (A) i (B), pewien przyklad procesu nad alfabetem skonczonym, ktéry

spelnia przestanke twierdzenia 1, moze zosta¢ skonstruowany przez stacjonarne kodowanie procesu
Santa Fe (5) z K; spelniajacymi (7).
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Twierdzenie 1 jest Scisle zwigzane z dwoma stwierdzeniami odnoszacymi sie do informacji wza-
jemnej miedzy przyleglymi blokami. Dla stacjonarnego procesu (X;);ez o wartosciach dyskretnych,
zdefiniujmy entropie blokowsg

H(n) := H(X11:04n) = —E log P(Xy11:440), (11)
gdzie log jest logarytmem naturalnym. Oznaczmy informacje wzajemna miedzy przylegltymi blokami
jako

E(n):=2H(n) — H?2n) = I(X1.n; Xnt1:2n), (12)
ktora dyskutowali m.in. Crutchfield i Feldman (2003). Moje zainteresowania oryginalnie dotyczyly

procesow, dla ktérych FE(n) rosnie jak potega n. I w istocie, w pracy (B) udalo mi si¢ uzyskaé
nastepujace wyniki dotyczace takiego zachowania E(n):

Twierdzenie 2. Niech (X;);cz bedzie stacjonarnym procesem mocno nieergodycznym nad skoriczo-
nym alfabetem X. Zaldézimy, ze nieréwnosé (9) zachodzi dla pewnych 8 € (0,1), § € (3,1) i zbioréw
(6), gdzie funkcje sy spetniajq (4). Wowczas

np

lim sup
n—oo

> 0. (13)
Twierdzenie 3. Niech (X;)iez bedzie stacjonarnym procesem o skoriczonej energii nad skoriczonym

alfabetem X. Zatlozmy, ze nieréwnosé

lim inf E(n)

n—00 n/B

>0 (14)

zachodzi dla pewnego B € (0,1). Wowczas nierdwnosé (10) zachodzi dla dowolnej dopuszczalnie mini-
malnej transformacji gramatykowej I' : XT — G.

Chociaz twierdzenie 1 nie wynika z koniunkcji twierdzen 2 i 3, dowdd wszystkich trzech faktéw
jest prawie jednoczesny. Oprécz pewnych wlasnosci rozktadu ergodycznego procesu stacjonanego oraz
pewnych wlasnosci dopuszczalnie minimalnych transformacji gramatykowych dowdd wykorzystuje le-
mat:

Lemat 1. Rozpatrzmy funkcje G : N — R takq, Ze limy_,oo G(k)/k = 0 i G(n) > 0 dla wszystkich
oprécz skoriczenie wielu n. Dla nieskonczenie wielu n zachodzi 2G(n) — G(2n) > 0.

Lemat ten jest Zrodlem asymetrii: liminf,, po stronie przestanek, wzglednie lim sup,, po stronie tez.
Pomimo wielu préb nie udato mi sie tego stwierdzenia wzmocnié¢. Z kolei zalozenie procesu o skonczonej
energii jest potrzebne, aby ograniczyé¢ dlugo$é najdtuzszego powtérzenia w bloku Xi.,. Ograniczenie
to jest zrédltem wyrazu logn we wzorze (10), zas Zzrédtem wykladnika p > 1 w tym samym wzorze jest
nieréwnosé¢ Holdera.

Nalezy tu takze przypomnieé, ze hipoteze E(n) o n” dla jezyka naturalnego sformutowal Hilberg
(1990). Taka byla jego interpretacja wykresu entropii warunkowej ze stynnej pracy Shannona (1951)
i przypuscit on, ze § ~ % Moim zdaniem twierdzenie 2 wskazuje, ze hipoteze Hilberga mozna umoty-
wowac racjonalnie, zas twierdzenie 3 pokazuje, ze hipoteza ta implikuje pewne empiryczne zaleznosci.
W istocie wyniki moich wstepnych eksperymentow wskazuja, ze rozmiar stownika dopuszczalnie mi-
nimalnych transformacji gramatykowych jest znacznie wickszy dla tekstéw w jezyku naturalnym niz

dla proceséow IID (Debowski, 2007).

Wyniki osiggniete w pracy (B) sa istotne z dwéch powodéw. Po pierwsze dostarczaja one no-
wego, bardziej satysfakcjonujacego wytlumaczenia zjawiska lingwistycznego, bedacego przedmiotem
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intensywnych badan juz od kilkudziesieciu lat. Mianowicie, udato mi sie wywie$¢ prawo Herdana przy
bardzo ogdlnym zalozeniach méwiacych, ze teksty opisuja pewne fakty w sposéb losowy lecz zgodny i
ze gramatykowa kompresja danych dostarcza algorytmu wyrédzniania stéw w tekscie. Po drugie wyniki
z pracy (B) rzucaja Swiatto na wlasnoéci dyskretnych proceséw stochastycznych z daleka pamiecia.
Mianowicie, to samo prawo Herdana zachodzi dla dowolnego stacjonarnego procesu mocno nieergo-
dycznego o skonczonej energii spelniajacego warunek (9) lub (14). Szczegélnym przypadkiem takich
procesOw sa procesy Santa Fe, nowy model procesu z daleka pamiecia. Tu warto okreslié¢ role tych
procesow w modelowaniu jezyka naturalnego. Konstrukcja proceséw Santa Fe jest po cze$ci motywo-
wana lingwistycznie, lecz daleko im do realistycznych modeli jezyka naturalnego. O ile mozna sobie
wyobrazaé, ze tekst w jezyku naturalnym da sie sprowadzié¢ do ciagu kolejnych stwierdzen postaci (5),
o tyle warunek, ze zmienne K; sa probabilistycznie niezalezne, jest daleko posunietg idealizacja. Mozna
jednak przypuszczaé, ze dla zaleznych zmiennych K; warunki (9) lub (14) moga by¢ takze spelnione.

Praca (C): Praca ta dotyczy wlasnosci uogélnionych proceséw Santa Fe oraz pewnego ich kodo-
wania stacjonarnego nad alfabetem skonczonym. Uogdlnionym procesem Santa Fe nazywam proces
(Xi)iez postaci

Xi = (Ki, Zik,), (15)

gdzie procesy (K;)icz 1 (Zik)icz, gdzie k € N, sa niezalezne i maja nastepujacy rozklad. Po pierwsze,
zmienne K; sa niezalezne o identycznym rozkladzie (7). Po drugie, kazdy z proceséw (Zix)icz jest
stacjonarnym tancuchem Markowa o rozkladzie brzegowym

P(Ziy =0)=P(Zy=1) =1/2 (16)
i prawdopodobienstwach przejscia

P(Zlk = 0|Zi71,k = 1) = P(sz = 1‘Zi71,k = 0) = Pk- (17)

Szczegblnym przypadkiem procesu (15) jest proces Santa Fe (5), ktéry otrzymujemy dla pr = 0
i (Zk)ken = (Zik)ken. Uogdlniajac proces Santa Fe na przypadek pp > 0 mozemy sie positkowaé
analogia lingwistyczna w nastepujacy sposob. Fakty opisywane w tekstach w sposéb powtarzalny
mozna podzieli¢ z grubsza na dwie kategorie: a) fakty o obiektach, ktére nie zmieniaja sie¢ w czasie,
(jak np. stale matematyczne lub fizyczne) oraz b) fakty o obiektach, ktére ewoluuja z rézna predkoscia
(jak np. kultura, jezyk, geografia). Dla py = 0 obiekt (Z)ren opisywany przez proces Santa Fe nie
ewoluuje badz, réwnowaznie, zaden bit Zi nie jest zapominany po ujawnieniu. Z kolei dla pg > 0
obiekt (Z;)ken opisywany przez proces Santa Fe jest funkcja chwili i, a prawdopodobienstwo, ze k-ty
bit zmieni warto$¢, wynosi wtasnie py.

W pracy (C) wykazalem po pierwsze, ze uogélniony proces Santa Fe jest mieszajacy w sensie
Cornfeld et al. (1982, rozdzial 1.§6) dla prawdopodobienstw przejscia réznych od 0 lub 1.

Twierdzenie 4. Uogdlniony proces Santa Fe (X;)iez dany wzorem (15) jest mieszajacy, jezeli wszyst-
kie pr, € (0,1).

Dowodd polega na spostrzezeniu, ze nieskoniczone produkty bezposrednie proceséw mieszajacych sa
mieszajace. Jest to proste uogdlnienie dobrze znanego faktu dla produktéow skonczonych (Cornfeld
et al., 1982, rozdzial 10.§1).

Pokazalem takze, ze dla uogdlnionego procesu Santa Fe informacja wzajemna miedzy przyleglymi
blokami rosnie potegowo. Oznaczmy p = P((X;)iez € <) 1 Eu(n) = I (X1:n; Xny1:2n). Wowezas mamy:
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Twierdzenie 5. Informacja wzajemna miedzy przyleglymi blokami E,(n) dla ugdlnionego procesu
Santa Fe (X;)iez danego wzorem (15) spelnia

: Eu(n) _ (2-2°)r(1 - )
lim sup —~ < 18
PP T S TP 1
Ograniczenia dolnych granic w szczegolnych przypadkach sq¢ nastepujgce:
1. Jezeli py < P(K; = k), to
o Bu(n) A(B
lim inf =& > , 19
e T 2 P 1)
gdzie
1 2
(1 —u)*du
A@) = swp (1) [ LS, (20)
se(1/2,1) Vs u (= Inu)ftl
a n(0) jest entropig rozkladu binarnego (6,1 —9),
n(d) := —dlogd — (1 —d)log(1l —9).
2. Jezeli limy_ o0 pi/ P(K; = k) =0, to E,(n) spelnia
_ 9B _

nr (R

Zgodnie z twierdzeniami 4 i 5.1-2 istnieja procesy ergodyczne, dla ktérych warunek (14) jest
spelniony. Procesy te jednak nie spelniaja pelnej przestanki twierdzenia 3, gdyz nie sg procesami nad
alfabetem skonczonym.

W nastepnej kolejnoéci wprowadzitem podobne procesy ergodyczne nad alfabetem skonczonym.
W tym celu uzytem pewnej transformacji, ktéra przeksztalca procesy nad alfabetem nieskoniczonym
w procesy nad alfabetem skonficzonym, a ktéra zachowuje stacjonarnosé i (nie)ergodycznos$é procesu
i nie zaburza nadmiernie entropii. Nazywam te transformacje kodowaniem stacjonarnym (zmiennej
dtugosci). Podobne, acz mniej ogblne konstrukcje rozpatrywali Cariolaro i Pierobon (1977); Gray i
Kieffer (1980); Timo et al. (2007). Kodowanie stacjonarne zmiennej dlugosci sklada sie ona z dwéch
operacji.

Po pierwsze, niech funkcja f : X — Y*, zwana funkcja kodujaca, przeksztatca symbole z alfabetu
X w skonczone ciggi nad innym alfabetem Y. Definiujemy rozszerzenie tej funkcji na ciagi podwdjnie
nieskoficzone fZ: X% — YZ U (Y* x Y*) jako

FA(i)iez) = ... f(@-1) f(w0).f(21) f (22)..., (22)

gdzie x; € X, a wyttuszczona kropka rozdziela symbole zerowy i pierwszy. Wowczas dla procesu stacjo-
narnego (X;);ez na (2, J, P), gdzie zmienne X; przyjmuja wartosci z przestrzeni (X, X'), wprowadzamy
proces

(Y)iez = fA((Xi)iez), (23)

gdzie zmienne Y; przyjmuja wartosci z przestrzeni (Y, )), pod warunkiem, ze prawa strona jest ciagiem
podwdjnie nieskonczonym.

Druga operacja jest nastepujaca. Transformacja (23) w ogélnosci nie zachowuje stacjonarnosci, ale
proces (Y;)iez jest asymptotycznie $rednio stacjonarny (AMS) przy tagodnych warunkach, ktore sa
spelnione w dyskutowanym dalej przypadku. Proces (Y;);cz nazywa sie AMS, gdy dla rozkladu

P((Yi)icz €)=V (24)
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i operacji przesuniecia T'((y;)icz) := (Yi+1)iez istnieje miara stacjonarna

n—1

P(4) = Tim - > voTH(A), (25)
1=0

nazywana srednia stacjonarna miary v (Gray i Kieffer, 1980). Wygodnie jest zalozy¢, ze przestrzen

(Q,J, P) jest dostatecznie bogata, aby istnial na niej proces (Y;);cz o rozkladzie

P((Yiiez € ) = 7. (26)
Pomimo ze proces (Y;);ez nie musi by¢ stacjonarny, proces (Y;);cz jest stacjonarny i bedzie nazywany
kodowaniem stacjonarnym (zmiennej dtugosci) procesu (X;)cz.

Procesy (X;)icz, (Yi)icz oraz (Y;)icz maja izomorficzne algebry niezmiennicze dla pewnych do-
godnych funkeji kodujacych, ktére nazwalem iniekcjami synchronizowalnymi (zob. definicja w pkt. 2
omoéwienia pracy (A)). Na przyklad dla nieskonczonego alfabetu X = N x {0, 1} rozpatrzmy alfabet
trojkowy Y = {0, 1,2} i funkcje kodujaca

f(k,2z) = b(k)z2, (27)

gdzie b(k) € {0, 1}+ jest rozwinieciem binarnym liczby naturalnej & pozbawionym poczatkowej cyfry
1. Funkcja kodujaca (27) jest przyktadem iniekcji synchronizowalnej. Stad mamy nastepujacy fakt:

Twierdzenie 6. Niech (Y;);cz bedzie kodowaniem stacjonarnym otrzymanym przez zastosowanie funk-

cji koduggcej (27) do uogdlnionego procesu Santa Fe (15). Proces (Y;)icz jest ergodyczny, jezeli wszyst-
kie pr, € (0,1), a nieergodyczny, jezeli ktores py = 0.

Rozpatrzmy teraz informacje wzajemna miedzy przyleglymi blokami dla stacjonarnego kodowania
uogoélnionego procesu Santa Fe. Przypomnijmy, ze v = P((Y;)icz € -) 1 Ez(m) = 1 (lem;YmH:gm).
Jako ostatni wynik w pracy (C) wykazalem nastepujacy fakt:

Twierdzenie 7. Niech (Y;);cz bedzie kodowaniem stacjonarnym otrzymanym przez zastosowanie funk-
cji kodugjacej (27) do uogélnionego procesu Santa Fe (15). Zdefiniujmy tempo ekspansji L := E |f(X;)].

Informacja wzajemna miedzy przyleglymi blokami Ez(m) dla procesu (Y;)iez spelnia

. Ey(m) _ 1 (2-2°)I(1 - B)
lim sup < — 28
WP T ST P )
Ograniczenia dolnych granice w szczegdlnych przypadkach sq nastepujgce:
1. Jezeli pp, < P(K; = k), to
E; 1 A
liminf 2207 5 1 _AB) (29)

i mA I C(E )

gdzie A(B) jest zdefiniowane w (20).
2. Jezeli limy oo px/P(K; = k) =0, to

. Ez(m) 1 (2-29T01 - p)
. mf LB [C(BVF (30)

Twierdzenie 7 wynika z twierdzenia 5 poprzez ograniczenia Chernoffa.

Zgodnie z twierdzeniem 7 istnieja procesy, dla ktérych przestanka twierdzenia 3 z pracy (B) jest
spelniona. Z kolei z twierdzenia 6 procesy te nie spelniaja przestanki twierdzenia 1 z pracy (B). Wyniki
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te sa istotne, gdyz dowodza, ze istnieja procesy o potegowo rosnacej informacji miedzy przyleglymi
blokami, ktére sa ergodyczne (a wiec nie sa mocno nieergodyczne), a ktérych konstrukcja jest takze
motywowana lingwistycznie.

Praca (A): Praca ta zawiera wyniki pomocnicze, na ktére powolywalem sie p67niej w pracach (B)
i (C). W pracy tej rozpatrywalem problem kodowania stacjonarnego zmiennej dlugosci okreslonego
wzorami (23) i (26), ktére w mniej ogélnych sformulowaniach badali wezesniej Cariolaro i Pierobon
(1977), Gray i Kieffer (1980) oraz Timo et al. (2007). Motywujacym zastosowaniem bylo pokazanie,
ze istnieje proces, dla ktérego przestanka twierdzenia 1 z pracy (B) jest spelniona.

Gléwne wyniki pracy (A) sa nastepujace:

1. Przypomnijmy, ze miara v na (Y%, V%) nazywana jest asymptotycznie $rednio stacjonarng (AMS),
jezeli istnieja gramice (25) dla kazdego A € Y%, zob. Gray i Kieffer (1980); Krengel (1985).
Pokazatem, ze miara p o (fZ)f1 jest AMS dla miary AMS g, jezeli tempo ekspansji [(z%) :=
lim, n =1 3" | | f(z;)| nalezy do przedziatu (0,00) p-prawie wszedzie. Ten wynik ugdlnia wynik
Graya i Kieffera (1980, przyktad 6), gdzie pokazano, ze p o (fZ)_1 jest AMS pod warunkiem, ze
miara j jest stacjonarna, fZ jest iniekcja i warto$é¢ oczekiwana | wzgledem 1 jest skoniczona.

2. Funkcje 7 : X* — Y% nazywam synchronizowalng iniekcjq, jezeli m jest iniekcja i T'm(2%) = m(b%)
dla i € Z implikuje T7z% = bv* dla pewnego j € Z. Pokazalem, ze jezeli fZ jest synchronizowalna
iniekcja, to algebry niezmiennicze proceséw (X;)icz i f2((X;)icz) pozostaja w zaleznogci wzajemnie
jednoznacznej i rozktady tych proceséw na tych algebrach sg identyczne.

3. Zbioér ciagéow L C Y* nazywany jest (i) bezprzedrostkowym, jezeli w # zs dla w,z € L oraz
s € YT, (ii) bezprzyrostkowym, jezeli w # sz dla w,z € L oraz s € YT, (iii) bezrostkowym, jezeli
jest zaréwno bezprzedrostkowy jak bezprzyrostkowy, (iv) zupelnym, jezeli spelnia réwnosé Krafta
Zweﬁ(cardY)_W' = 1, gdzie cardY jest mocg zbioru Y. Funkcja f : X — Y* nazywana jest
(zupelng) bezprzedrostkowq/bezprzyrostkowq/bezrostkowq, jezeli f jest iniekcja, a obraz f(X) jest
odpowiednio (zupelny) bezprzedrostkowy/bezprzyrostkowy /bezrostkowy. Dla skonczonego f(X),
f nazywana jest skoriczong. Pokazalem, ze miara v o fZ jest stacjonarna wzglednie AMS dla sta-
cjonarnej wzglednie AMS miary v, jezeli f jest zupelna bezrostkowa.

4. Przypomnijmy definicje miary o skonczonej energii—definicja 2 z pracy (B). Pokazalem, ze $red-
nia stacjonarna i ma skonczong energie, jezeli p ma skonczona energie. Ponadto o ( fZ)fl ma
skonczong energie, jezeli miara pu ma skonczong energie, a funkcja kodujaca f jest skonczona

bezprzedrostkowa.
5. Oznaczmy zbiory cylindryczne jako [u] := {z? : zll = u}. Entropia blokowa miary p na (X%, X%),
to funkcja
Ha(isn) o= — 37 (T [ul) log s~ [u]). (31)
ueXn

Uzywam takze skrétu H,(n) := H,(0;n). Pokazalem, ze dla iniekcji o statej dtugoéei f : X — YK,
skoniczonego X oraz v = o ( fZ)_l, entropie blokowe Hy(n) i Hp(nK) $rednich stacjonarnych nie
roznia wiecej niz o stala.

W nastepnej kolejnosci zastosowatem niektére z tych wynikéw, aby pokazaé, ze stacjonarne ko-

dowanie uzyskane z zastosowania funkcji kodujacej (27) do procesu Santa Fe (5) spelnia przestanke
twierdzenia 1. Innymi slowy, dowiodlem nastepujacego faktu:

Twierdzenie 8. Niech 1 = P((Xi)iez € -) bedzie rozkladem procesu (5) spelniajgcego (7), gdzie
C(B~Y) > 4. Rozpatrzmy funkcje kodujgcq (27). Proces (Y;)icz o rozkladzie réwnym $redniej stacjonar-
nej P((Y;)iez € ) = po (fZ)_1 spelnia nastepujgce warunki:

1. (Y3)iez jest procesem nad skoriczonym alfabetem Y = {0, 1,2}.
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2. (@)z‘ez jest stacjonarny.
3. (Yi)iez ma wlasnosé skonczonej energii. o
4. Istniejq niezalezne zmienne losowe (Z)ken o identycznym rozkladzie P(Zy = z) = 1/2, z € {0,1}

mierzalne wzgledem o-algebry niezmienniczej procesu (Y;)iez takie, Ze

i inf 24 Us(n)
n—oo nﬂ

>0 (32)

zachodzi dla 6 € (1/2,1) i zbioréw Us(n) := {k: eN:P (Ek (}71%) = Zk) > 5}, gdzie funkcje 5y,
spelniajg
lim P (gk (}7“_1;1'4_”) = Zk) =1, VieZ. (33)

n—oo

W istocie zmienne Z; mozna skonstruowaé jako Zj, = 5,((Y;)icz), gdzie

0, jezeli 2b(k)02 C w i 2b(k)12 £ w,
Sp(w) :== ¢ 1, jezeli 2b(k)12 C w i 2b(k)02 £ w, (34)
2, w pozostaltych przypadkach

dla w € Y2 U Y*, gdzie pisze a C b, jezeli a jest podciagiem b.

Wyniki z pracy (A) sa istotne, gdyz pokazuja szereg intuicyjnych wlasnosci spelionych przez
kodowanie stacjonarne zmiennej dtugosci. Wtasnosci te sa przydatne w wykazaniu, ze istnieje proces,
dla ktérego przestanka twierdzenia 1 z pracy (B) jest spelniona.

Praca (D): Praca ta dotyczy ukrytych proceséw Markowa o nieskoniczonej entropii nadwyzkowej.
Zagadnienie to wczedniej badali Travers i Crutchfield (2011). Preliminaria sa nastepujace. Po pierwsze,
niech (Y;);ecz bedzie stacjonarnym procesem Markowa (rzedu 1) na przestrzeni (2, 7, P), gdzie zmienne
Y; : Q = Y przyjmujg wartosci z przeliczalnie nieskonczonego alfabetu Y. Ten proces nazywany bedzie
procesem ukrytym. Nastepnie, dla funkcji f : Y — X, gdzie alfabet X = {0, 1, ..., D — 1} jest skorficzony,
konstruuje proces (X;);cz, gdzie

Xi = f(Y3). (35)

Proces (X;);ez bedzie nazywany procesem obserwowalnym. W nastepnej kolejnosci rozpatrzmy infor-
macje wzajemna miedzy przylegltymi blokami dla procesu obserwowalnego,

E(?’L) = I(an%»l:OQXl:n)- (36)

Interesowaly mnie procesy dla ktérych entropia nadwyzkowa E = lim,_,~ F/(n) jest nieskonczona, za$
E(n) rozbiega potegowo. Chcialem pokazaé, ze taki efekt jest mozliwy dla bardzo prostych ukrytych
procesow Markowa. Zwréémy uwage, ze z nieréwnosci przetwarzania informacji dla procesu Markowa
(Yi)iez otrzymujemy

E(n) < I(Y—n+1:0§ Yl:n) = I(}/ba Yl) < H(}/E)) (37)

Zatem informacja wzajemna miedzy przyleglymi blokami E(n) moze rozbiegaé jedynie, gdy entro-
pia stanu ukrytego jest nieskonczona. Aby osiggnaé ten efekt, zmienna ukryta Yy musi przyjmowadé
nieskonczong liczbe wartosci.

Wprowadze teraz zaproponowana przeze mnie klase przyktadéw. Zalézmy, ze stany ukryte o
mozna pogrupowaé¢ w poziomy

T = {Unk}lgkgr(n) ’ (38)
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ktére zawieraja jednakowo prawdopodobne wartosci. Ponadto zal6zmy, ze wskaznik poziomu

N,:=n < Y;eT, (39)
ma rozklad
C
P(N; = — S 40
(Vi=m) = (10)

Dla a € (1,2] entropia H(N;) jest nieskoniczona i taka sama jest entropia H(Y;) > H(N;), gdyz N;
jest funkcja zmiennej Y;. W dalszej kolejnoéci bedziemy rozpatrywadé ten szczegdlny rozktad Y.

Jak pokazalem w pracy (D), tempo wzrostu informacji miedzy blokami F(n) jest ograniczone w
terminach wykladnika o z réwnosci (40). Piszmy f(n) = O(g(n)), jezeli f(n) < Kg(n) dla K > 0,
oraz f(n) = 0O(g(n)), jezeli K1g(n) < f(n) < Kag(n) dla K;, Ky > 0.

Twierdzenie 9. Przypuscmy, Ze Y = {0k} <p<r(n)n>2: 9dzie funkcjar(n) spetniar(n) = O(nP) dla
p € N. Ponadto zaldzimy, ze

1 C

r(n) nlog®n’

gdzie a € (1,2] i O~ = >2°° ,(nlog®n)~t. Wowczas

n=2
_Jom*), ae(1,2),
Bn) = {O (logn), a=2. “2)

Interesujace jest pytanie, czy istnieja ukryte procesy Markowa, ktore osiggaja gérne ograniczenie
wyprowadzone w twierdzeniu 9. Jezeli tak, to czy te procesy moga by¢ ergodyczne. Odpowiedz na oba
pytania jest twierdzaca i przedstawitem kilka przykladéw takich proceséw.

Pierwszy przyklad, ktory przedstawilem, jest nieergodyczny, a informacja wzajemna rozbiega wol-
niej niz byloby to oczekiwane z twierdzenia 9.

Przyktad 1. (Heavy Tailed Periodic Mixture I) Przykiad ten wprowadzili Travers i Crutchfield
(2011). Poléimy Y = {Gnk’}lgkgr(n),nZZ’ gdzie r(n) = n. Nastepnie definiujemy prawdopodobienstwa
przejscia

1{n=mk=1+1}, 1<I<m-1,

1{n=m,k =1}, l=m. (43)

P(Yiq1 = oY = o) = {

Widaé, Ze graf przejécia procesu (Y;)icz sklada sie z rozlgcznych cykli na poziomach T,. Rozklad
stacjonarny procesu Markowa nie jest jednoznaczny, a proces jest nieergodyczny, jezeli wiecej niz jeden
cykl ma dodatnie prawdopodobienstwo. Zalézmy dalej, ze rozklad cykli dany jest wzorem (40), a wiec
rozkltad brzegowy zmiennych Y; réwny jest (41). Ponadto definiujemy proces obserwowalny jako

i =

1, Y=o

W powyzszym przyktadzie wskaznik poziomu N; ma nieskonczong entropie i jest mierzalny wzgle-
dem algebry niezmienniczej procesu obserwowalnego (X;);cz. Stad E(n) dazy do nieskofczonosci z
rozkladu ergodycznego entropii nadwyzkowej (dyskutowanego w omawianej dalej pracy (E)). Bardziej
doktadne oszacowanie informacji wzajemnej miedzy blokami podaje ponizej.
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Twierdzenie 10. Dla przykladu 1 zachodzi
O(log*™ 1,2
By [ O™ ), @€ (1,2) .
O(loglogn), a=2.

Nastepny przyklad jest takze nieergodyczny, ale tempo wzrostu informacji wzajemnej osiaga gérne
ograniczenie. Wydaje sie, ze dzieje sie tak dlatego, ze informacja o stanie ukrytym kodowana jest w
procesie obserwowalnym w sposéb bardziej zwiezty.

Przyklad 2. (Heavy Tailed Periodic Mixture II) PoldzmyY = {onk}i<j<y(n) n>2- 9dzier(n) =
s(n) jest dlugoscig rozwiniecia binarnego liczby n. Nastepnie definiujemy prawdopodobieristwa przejscia

1{n=m,k=101+1}, 1<I1i<s(m)-1,

1{n=m,k =1}, [ =s(m). (46)

P(Yit1 = onlYi = o) = {

Jak poprzednio graf przejscia procesu (Y;)iez sklada sie z rozlgcznych cykli na poziomach T,,. Jak
poprzednio zakladamy rozklad cykli (40) i rozklad brzegowy (41). Ponadto niech b(n, k) bedzie k-tq
cyfrg rozwiniecia binarnego liczby n. (Mamy b(n,1) = 1.) Proces obserwowalny definiujemy jako

P Y, = o1,
X, =47 P (47)
b(n,k), Y;=o0uk2<k<s(n).

Twierdzenie 11. Dla przykladu 2 zachodzi

W trzecim przyktadzie tempo wzrostu informacji wzajemnej réwniez ograniczenie gorne, lecz proces
jest dodatkowo nieergodyczny. Proces ten przypomina proces Branching Copy (BC), ktéry wprowa-
dzili Travers i Crutchfield (2011). Pomiedzy procesem BC a procesem zaproponowanym przeze mnie
zachodza trzy istotne réznice. Po pierwsze, dyskutuje prostsza nieunifilarna prezentacje procesu, a nie
bardziej skomplikowana unifilarna. Po drugie, uzywam ciagu separatoréw (s(m) + 1) x 3 w procesie
obserwowalnym. Po trzecie, ktade nieco inne prawdopodobienstwa przejscia, aby otrzymaé prostszy
rozklad stacjonarny. Wszystkie te zmiany prowadza do prostszych oszacowan informacji wzajemne;j.

Przyklad 3. (Heavy Tailed Mixing Copy) Poldzmy Y = {Unk}lgkzgr(n),nzzf gdzie r(n) = 3s(n)
a s(n) jest dlugoscig rozwiniecia binarnego liczby n. Nastepnie definiujemy prawdopodobienstwa przej-
scia

H{n=m,k=1+1}, 1<I1<r(m)—-1,

(49)
p(n)1{k =1}, L= r(m),

P(Yit1 = onglYi = o) = {

gdzie

1 D

p(n) = @ : my (50)

a D™t =3 (r(n)-nlog®n)~t. Tym razem poziomy T, komunikujq si¢ przez przejécia Trr(m) — Onl;

ktore zdarzajq sie z prawdopodobieristwami p(n). Graf przejscia procesu (Y;)icz jest mocno spdjny i
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istnieje jednoznaczny rozkiad stacjonarny. A zatem proces jest ergodyczny. Latwo sprawdzié, Ze roz-
kladem stacjonarnym jest (41), a wiec poziomy majg rozklad dany przez (40). Jak poprzednio, niech
b(n, k) oznacza k-tq cyfre rozwiniecia binarnego liczby n. Proces obserwowalny definiujemy jako

2, Y = on1,
b(n, k Yi=ong, 2<k < 5
Xz — (TL, )7 Onk S(n) (51)
3, Y =0nk, s(n) +1 < k <2s(n)+1,
b(n,k —2s(n)), Y=ok, 2s(n)+2 <k <3s(n).

Twierdzenie 12. Dia przykladu 3, E(n) spelnia (48).

Podsumowanie: Podsumowujac moje wyniki, chcialtbym je nastepujaco skomentowaé. Potegowy
wzrost informacji wzajemnej miedzy przyleglymi blokami byt poprzednio uznawany za charaktery-
styczna ceche proceséw stochastycznych, ktére modeluja uktady ztozone, takie jak teksty w jezyku
naturalnym (Hilberg, 1990; Bialek et al., 2001; Crutchfield i Feldman, 2003). Jednakze przyktady ukry-
tych proceséw Markowa skonstruowane w pracy (D) cechuja sie dosé prostymi prawdopodobienstwami
przejécia. W konsekwencji mozna watpié, czy potegowy wzrost informacji wzajemnej jest dostatecznym
powodem, aby nazywaé dany proces stochastyczny modelem uktadu ztozonego, nawet jezeli ograniczy¢
sie do proceséw nad alfabetem skonczonym. Bazujac na moim doswiadczeniu z innymi procesami o
szybko rosnacej informacji wzajemnej miedzy przylegltymi blokami, takimi jak procesy Santa Fe (5)
i (15), ktére sa bardziej motywowane lingwistycznie, sadze, ze nieskonczona entropia nadwyzkowa
jest tylko jednym z koniecznych warunkow. Rozpoznanie innych warunkéw identyfikujacych modele
stochastyczne ukladéw ztozonych jest kwestia dalszych interdyscyplinarnych badan. Przypuszczam,
ze warunki te zaleza od konkretnego modelowanego systemu.

5. Pozostale osiggniecia

Moje zainteresowania naukowe spina zainteresowanie losowymi aspektami jezyka. Obejmujg one
szeroki obszar: od lingwistyki komputerowej i kwantytatywnej (czyli badania statystycznych wla-
snodci tekstow w jezyku naturalnym) przez teorie informacji do teorii proceséw stochastycznych. W
niniejszym autoreferacie skupiam si¢ na moich osiggnieciach matematycznych, wiec jako pozostate
osiagniecia przedkltadam nastepujace prace dodatkowe:

(E) L. D¢bowski, (2009). A general definition of conditional information and its application to ergodic
decomposition. Statistics € Probability Letters, 79:1260—1268.

(F) L. Debowski, (2012). On Bounded Redundancy of Universal Codes. Statistics and Probability
Letters, 82:2068-2071.

(G) L. Debowski, (2009). Computable Bayesian Compression for Uniformly Discretizable Statistical
Models. [w:] R. Gavalda et al., eds., Proceedings of the 20th International Conference on Algorithmic
Learning Theory, ALT 2009, Porto, Portugal, October 3-5, Lecture Notes in Artificial Intelligence
5809. (53-67)

(H) L. Debowski, (2013). Information Theory and Statistics. Institute of Computer Science, Polish
Academy of Sciences.

Prace te bede omawia¢ w kolejnosci ich wymienienia (niechronologicznej).

Praca (E): Praca ta po$wiecona jest uogélnieniu pojecia warunkowej informacji wzajemnej na
przypadek dowolnych o-cial oraz zastosowaniu tej definicji do rozkitadu ergodycznego procesu sta-
cjonarnego. Definicje warunkowej informacji wzajemnej dla regularnego rozktadu warunkowego podali
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Dobrusin (1959) i Pinsker (1960), a na przypadek dowolnych o-cial uogélnit ja Wyner (1978). Nie$wia-
dom pracy Wynera, w pracy (E) zaproponowalem definicje identyczna z jego definicja i wykazalem
jej rozne wlasnosci. Zaproponowana definicja ma postac:

Definicja 3. Dla skoriczonych cial A" i B' na przestrzeni zdarzen Q i miary prawdopodobienistwa P
na A"V B, okreslmy informacje wzajemng jako

I J

Ip(A;B):=> > P(A;N B))log

i=1 j=1

P(A;N By)
P(A)P(B;)’

zaktadajge, ze ciala A" i B' sq generowane odpowiednio przez rozbicia {Ai}le i {BJ'}}]:1 zbioru Q.

Nastepnie rozpatrzmy przestrzer probabilistyczng (2, J, P). Dla dowolnego ciala C i skoriczonych
ciat A" i B', gdzie A',B',C C J, definiujemy warunkowq informacje wzajemng

I(A;B'||C) := Ip(cy (A’ B),

gdzie P(E||C) jest warunkowym prawdopodobienstwem zdarzenia E € J wzgledem najmniejszego
o-ciata zawierajgcego C.

Srednig warunkowq informacje wzajemng (w skrocie: CMI) pomiedzy dowolnymi ciatami A i B
wzgledem ciata C definiujemy jako

I(A;B|C) :=supEI(A’; B'||C), (52)
gdzie kres gérny jest wziety po wszystkich skoriczonych ciatach A’ C A 1 B' C B.

Nastepnie wykazatem rézne wlasnosci CMI. Piszmy B, 1 B dla ciagu cial (B,),en takich, ze
By Cc B, C..CcBi UneN B, = B. (B nie musi by¢ o-cialem.) Punkt 2. ponizszego twierdzenia,
udowodnionego w pracy (E), udowodnil takze Wyner (1978):

Twierdzenie 13. Niech A, B, B, oraz C bedg podciatami T .

1. I(A;BIC) = I(B; A|C);

2. I(A; BIC) > 0, gdzie réwnos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy P(AN B||C) = P(A||C)P(B||C)
prawie na pewno dla wszystkich A € A i B € B;

3. I(A; B1|C) < I(A; B2|C), jezeli By C Ba;

4. I(A; B,|C) 1T I(A; BIC) dla By, T B.

Wazna wlasnoécia definicji (52) jest to, ze warto$¢ CMI nie zmienia sig, kiedy ciala sa rozszerzane do
o-cial (badz jakichkolwiek posrednich cial). Cialo nazywamy zupelnym jezeli zawiera wszystkie zbiory
zewnetrznej P-miary 0. Niech o(.A) oznacza przeciecie wszystkich zupelnych o-cial zawierajacych A.
Kolejny wynik z pracy (E) to:

Twierdzenie 14. Niech A, B, C i D bedg podciatami J .
1. I(A; B|IC) = I(A;0(B)|C) oraz I(A;B|C) = I(A;Blo(C));
2. I(A;BVC|D) =I1(A;C|D)+ I(A; BICV D).
Punkt 2. powyzszego twierdzenia takze udowodnil Wyner (1978).

W pracy (E) przedyskutowalem takze kilka innych wynikéw, ktére wykraczaja poza zakres pra-
cy Wynera (1978). W szczegdlnosci wyprowadzitem wzér na rozklad ergodyczny entropii nadwyzko-
wej. Preliminaria sg nastepujace. Proces nazywa si¢ przeliczalnie generowanym, jezeli o-cialo procesu
jest generowane przez zbiér przeliczalny. Zalézmy, ze proces (Xi)rez jest przeliczalnie generowany
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i stacjonarny. Wowczas entropia nadwyzkowa to informacja wzajemna F = lim, o0 [(X_p.0; X1:n),
za$ intensywnos¢ entropii to entropia warunkowa h := lim, o H(X1|X_p.0). Dla rozktadu procesu
p = P((Xg)rez € -) wprowadzam jawna parametryzacje E, := E i h, := h. Ponadto zgodnie z
twierdzenie o rozkladzie ergodycznym istnieje losowa miara ergodyczna

F= p( D) ((Xk)kez),

gdzie T jest o-algebra niezmiennicza (Kallenberg, 1997, twierdzenie 9.10). Niech F C J bedzie
najmniejszym o-ciatem, wzgledem ktérego F' jest mierzalna. Definiuje entropie tego o-ciata jako
samo-informacje: H(F) := I(F;F). Rozklad ergodyczny entropii nadwyzkowej ma postaé

E=H(F)+EEp. (53)
Analogicznego rozkladu ergodycznego intensywnosci entropii
h=Ehrp, (54)

dla proceséw o skonczonej liczbie wartosci dowiedli Gray i Davisson (1974).

Ostatnia grupa wynikéw pracy (E) dotyczy entropii zdefiniowanej jako samo-informacja, tzn.
H(A) := I(A; A). Od R. Bradleya uzyskalem dowdd, ze H(A) = oo chyba, ze cialo A jest czy-
sto atomowe. Ponadto wyprowadzilem entropijny analogon twierdzenia 13. Analogicznie do notacji
B, 1 B, bede uzywat notacji B,, | B w przypadku, gdy B1 D By O ... D Bi (), Bn = B. Twierdzenie
dla entropii ma postac:

Twierdzenie 15. Niech A, B i BB, bedq podciatami J .

1. H(A) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy A is trywialne, tzn., gdy P(A) € {0,1} dla wszystkich A € A;
(A|By) > H(A|B2), jezeli By C Ba;

(A|By,) | H(AIB) dla B, 1 B i skoriczonego A;

(

H
H
H
H(A|B) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy A C o(B).

2.
3.
4.
5.
Omawiajac entropie o-ciala niezmienniczego, wprowadzitem takze pojecie procesu mocno nieergo-
dycznego (definicja 1 z pracy (B)) — pod niezbyt fortunna nazwa ,procesu nieprzeliczalnego opi-
su” (uncountable description process). Pokazatem, ze proces Santa Fe (5) jest mocno nieergodyczny
i udowodnilem, ze proces stacjonarny jest mocno nieergodyczny wtedy i tylko wtedy, gdy o-ciato

niezmiennicze procesu zawiera bezatomowe pod-o-cialo. A zatem procesy mocno nieergodyczne sa
nieergodyczne.

Praca (F): Praca ta jest rozwinieciem wyniku z mojego doktoratu, komunikowanego w pracy
(E) bez dowodu. Niech X bedzie skohczonym alfabetem. Dla stacjonarnej miary p na przestrzeni
mierzalnej (X%, X%) i zmiennych losowych X;((xy)xez) := x; rozpatrzmy entropie blokowa

H,(n) := Hy(Xit1:640) = B [—log (X 1600 = )] 5

gdzie E , oznacza wartos¢ oczekiwang wzgledem g, za$ log to logarytm naturalny. Ponadto bedziemy
rozpatrywaé drugi skonczony alfabet Y = {0,1,..., Dy — 1} ikod C': XT — Y+, gdzie Xt = J72 ; X"
Oznaczmy oczekiwana dtugo$é kodu jako

HS (n) := E ,|C(X1.)|log Dy-.

Kod C nazywamy jednoznacznie dekodowalnym, jezeli jego rozszerzenie C*(uy, ..., u) := C(uq)...C(ug),
u; € X", k € N, jest iniekcja dla dowolnego n. Jak wiadomo, zob. np. Cover i Thomas (2006, twierdzenie
5.3.1), wlasno$é ta implikuje nier6wnos$¢ kodowania Zrédta

HS (n) > Hy(n). (55)
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Kod jednoznacznie dekodowalny C nazywa si¢ uniwersalnym, jezeli

HC’
lim “(n) = lim M

n—o00 n n—00 n

(56)

dla dowolnej stacjonarnej miary pu.

Gléwny wynik pracy (F) to nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 16. Niech C bedzie kodem jednoznacznie dekodowalnym. Wowczas

card {u . i jest ergodyczna i lim sup [Hc(n) — Hu(n)] < K} < exp(K). (57)

I
n—00

Twierdzenie to wynika z rozktadu ergodycznego. Uzywajac kodu Shannona-Fano mozna takze pokazac,
ze istnieje kod, ktéry spelnia warunek (57) prawie z réwnoscia. Mianowicie, niech exp(K) = M € N, za$
C niech bedzie kodem Shannona-Fano dla miary P = M1 Zf\i 1 Wi, gdzie p; sa M dowolnymi miarami
ergodycznymi. Wowczas lim sup,, [H/i’ (n) — Hy, (n)] < K +log Dy dla wszystkich i = 1,..., M.

Oznaczmy informacje¢ wzajemna E, (n) := 2H,,(n) — H,(2n) oraz oczekiwana algorytmiczna infor-
macje wzajemna Eg(n) = ZHE(n) - HE(?n) 7 twierdzenia 16 wywiodlem analogiczny wynik dla
tychze wielkosci, a mianowicie:

Twierdzenie 17. Niech C bedzie kodem uniwersalnym. Wowczas

card {,u . jest ergodyczna i limsup [Eg(n) — Eu(n)] < K} < exp(K).

n—oo
Wynik w moim doktoracie byl stabsza forma twierdzenia 17, niezawierajaca wyrazenia —E, (n).

Praca (G): Praca ta dotyczy pogranicza algorytmicznej teorii informacji i statystyki bayesow-
skiej. Algorytmiczna teoria informacji sugeruje atrakcyjna interpretacje wnioskowania bayesowskiego.
Mianowicie, jezeli wierzymy, ze parametr jest typowy dla jakiegos rozktadu a priori, moze to oznaczac,
ze wierzymy, ze parametr 6w jest algorytmicznie losowy wzgledem rozkladu a priori. Istotny wktad do
tejze interpretacji wniesli Vovk i V'yugin (1993, 1994) i Takahashi (2008, 2011). W pracy (G) takze
chcialem pokazaé, ze interpretacja ta jest uzasadniona i ma wazkie konsekwencje dla optymalnosci
wnioskowania bayesowskiego.

Niech Y bedzie rekursywna (tzn. obliczalna) miara prawdopodobienstwa na jednostronnie nieskon-
czonych sekwencjach cyfr (badz liczbach rzeczywistych z przedziatu [0, 1]). (Definicje funkeji i miary
rekursywnej mozna znalezé w Li i Vitdnyi (2008, definicja 1.7.4 i przyklad 1.7.8).) Dla sekwencji
Y = (¥i)ien 1 napisu z = z1...x, bedziemy pisa¢ Y (z}') = Y ({y : y{" = 21'}). Nieskonczony ciag cyfr
x = (7;);en nazywamy algorytmicznie losowym (w sensie Martina-Lofa) wzgledem rekursywnej miary
Y jezeli

inf [K(27) +1log Y (27)] > —o0, (58)
neN
gdzie K (z!') to bezprzedrostkowa zlozonosé Kolmogorowa napisu z} (tzn. dlugosé najkrotszego pro-
gramu dla bezprzedrostkowego uniwersalnego komputera, ktérego wynikiem jest z7) (Li i Vitanyi,
2008, rozdzial 3.1). Zbiér ciagéw algorytmicznie losowych bedzie oznaczany Ly . Ma on dwie wazne
wlasnosci. Po pierwsze jest to zbiér miary pelnej, tzn. Y (Ly ) = 1. Po drugie, mozna pokazaé, ze ciag
x nalezy do Ly wtedy i tylko wtedy, gdy

Ul(zT)
sup = <0 59
Y al) 9)
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dla dowolnej wyliczalnej semimiary U (Vovk i V'yugin, 1994, twierdzenie 1 i lemat 3). Innymi stowy,
miara Y zadaje najlepsza wyliczalna kompresje (z dokladnoscia do stalej multiplikatywnej) ciagow,
ktére sa algorytmicznie losowe wzgledem Y.

Zwiazek tych wynikéw z wnioskowaniem bayesowskim jest nastepujacy. Dane sa rekursywne jadro
P:X*x© > (2,0) — Py(z) € [0,1], tzn. P jest rekursywna funkcja argumentéw (z,0), Py : X* —
[0,1] jest miara prawdopodobienstwa dla kazdego 6 € © i odwzorowanie @ +— Py jest mierzalne,
oraz rekursywny rozklad a priori Q : Y* — [0, 1], tzn. rekursywna miara prawdopodobiefistwa na
®, Q(®) = 1. Nalezy podkresli¢, ze mimo ze jadro P jest rekursywna funkcja pary (z, ), miara
Py nie musi by¢ rekursywna funkcja danych x dla ustalonej wartoéci parametru 0. Taki przypadek
moze sie zdarzyé, gdy @ = (0;);cn jest algorytmicznie losowe. Zatem aby kompresowaé dane, ktére
sa typowe dla miary Py, mozemy wykorzystaé procedure bayesowska, w ktorej pojawiaja sie miara
T:X* xY* —[0,1], gdzie

T(e.y)i= [ Po@)dQ(6), (60)
Aly)
za$ A(y) := {0 € O : y jest przedrostkiem 0}, oraz miara

Y(z) =T(x,\) = /Pg(:v)dQ(H), (61)

gdzie A jest napisem pustym. Mozna pokazaé, ze miary T' 1 Y sa rekursywne. Ponadto Y (Ly) = 1
implikuje nastepujacy fakt:

Twierdzenie 18. Py(Ly) =1 dla Q-prawie wszystkich 6.

Innymi stowy miara Y zadaje najlepsza wyliczalng kompresje danych (ciagéw), ktére sa typowe wzgle-
dem miar Py dla Q-prawie wszystkich parametréow 6. Fakt ten mozemy postrzegaé¢ jako pewne uza-
sadnienie procedur bayesowskich.

Do dalszych rozwazan pomocne jest wykorzystanie wynikow algorytmicznej teorii informacji. Byli-
by$my zainteresowani takim wzmocnieniem twierdzenia 18, ktére by orzeklo, dla ktérych parametrow
6 dokladnie zachodzi Py(Ly) = 1, a dla ktérych nie. Niech Lpjg beda zbiorami ciagéw, ktére sa
warunkowo algorytmicznie losowe (w sensie Martina-Lofa) wzgledem miar Py (Vovk i V’yugin, 1993;
Takahashi, 2008). Mamy Pp(Lp|g) = 1 dla wszystkich 8 oraz

Ly = |J Lpj (62)
9€£Q

jak dowiédt Takahashi (2008, wniosek 4.3 i twierdzenie 5.3). Stad wynika:
Twierdzenie 19. Py(Ly) =1, jezeli 6 € Lg.

Innymi stowy miara Y zadaje najlepsza wyliczalna kompresje danych, ktére sa typowe wzgledem miar
Py dla parametrow 0, ktére sg algorytmicznie losowe wzgledem rozktadu a priori Q. Fakt ten mozemy
postrzegaé jako mocniejsze uzasadnienie procedur bayesowskich.

Dalszy tok myséli jest réwniez naturalny. W rozkladzie (62) pojawiaja sie wylacznie parametry 6,
ktére sg algorytmicznie losowe wzgledem rozkladu a priori Q. Zatem, gdyby zbiory Lpg byly roztaczne
dla réznych 8, otrzymaliby$my

Py(Ly) =0, jezeli 0 & L. (63)

Innymi stowy miara Y nie zadaje najlepszej wyliczalnej kompresji danych, ktére sa typowe wzgledem
miar Py dla parametrow 6, ktére nie sg algorytmicznie losowe wzgledem rozktadu a priori Q. Fakt
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ten mozna postrzega¢ jako ostrzezenie, ze kompresja bayesowska jest suboptymalna, jezeli poczynimy
bledne zatozenie co do rozkladu a priori, wzgledem ktorego parametr miatby byé¢ typowy. Ostrzezenie
to jest wazkim przyczynkiem algorytmicznej teorii informacji do analizy wnioskowania bayesowskiego.

Mozemy zaobserwowac, ze zbiory Lp|g sa rozlaczne i w konsekwencji zachodzi warunek (63), jezeli
parametr moze by¢ zidentyfikowany na podstawie danych. Wowczas dwa ciggi danych, ktére sa typowe
dla dwéch réznych wartosci parametru musza by¢ rézne, poniewaz rézne wartosci parametru moga
by¢ wywnioskowane na podstawie kazdego z tych ciagéw. W oczywisty sposéb fakt ten mozemy ujaé
nastepujaco:

Twierdzenie 20. Niech P bedzie rekursywnym jgdrem. Nastepujgce stwierdzenia sq¢ réwnowazne:

1. LpjgNLpjg =0, jezeli @ # 6" dla 6,0' € ©.
2. Istnieje funkcja f: Ugee Lpjo — © taka, zZe f(x) =0 dla x € Lpg i kazdego 6 € O.

Stwierdzenie to, w slabszej formie, udowodnil takze Takahashi (2011, twierdzenie 6.1).

Nasuwa sie¢ pytanie, czy funkcje f mozna skonstruowaé dla zadanego jadra (parametrycznej rodziny
rozkladow). Nastepujace uzyteczne pojecie zaproponowal V’yugin (2007):

Definicja 4. Estymator T'(z}') nazywa si¢ efektywnie Scisle zgodnym, jezeli istnieje rekursywna funk-
cja N(e,0) taka, zZe dla kazdego 0 i dla wszystkich € i § zachodzi

Py ({x . sup |T(z%})— 6| > e}) <. (64)
n>N(e,0)

Efektywnie $cisle zgodny estymator istnieje na przyktad dla rodziny rozktadéw Bernoulliego. W dalszej
kolejnosci V’yugin dowidédl nastepujacego faktu:

Twierdzenie 21. Jezeli jgdro P dopuszcza efektywnie Scisle zgodny estymator T'(x), to

lim T'(x}) =0 (65)

n—oo

dla kazdego x € Lpjg-

Jezeli zachodzi warunek (65), to mozemy potozy¢ f(z) = lim,, o T'(27). Stad zbiory L p|g sa roztaczne
i w konsekwencji zachodzi warunek (63).

W pracy (G) sformalizowalem pojecie parametru efektywnie identyfikowalnego w sposéb odmien-
ny:

Definicja 5. Niech P bedzie jodrem, za$ Q rozkladem a priori. Zdefiniugmy miary T 1Y wzorami
(60) i (61). Bayesowski model statystyczny (P, Q) nazywam T-wyuczalnym, jezeli dla funkcji T : Y* —
N, wszystkich 8 € ©, Pg-prawie wszystkich x in = 7(07") zachodzi

lim T 67")/Y (o) = 1. (66)

Warunek (66) zapewnia, ze parametr zdyskretyzowany do m cyfr mozna wywnioskowaé dla wszystkich
procz skonczenie wielu m, majac dane z} dlugosci n = 7(07"). Warunek (66) wydaje sie by¢ stabszy
niz (64), gdyz w warunku (66) ciagi =] nie musza mieé¢ jednostajnie ograniczonej dlugosci jak w
warunku (64). W pracy (G) wykazalem, ze rodziny rozkladéw wykladniczych oraz procesy Santa Fe
sg przyktadami T-wyuczalnych bayesowskich modeli statystycznych. Ponadto wykazatem nastepujacy
fakt:
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Twierdzenie 22. Niech (P, Q) bedzie T-wyuczalnym bayesowskim modelem statystycznym z rekur-
sywnym jegdrem P, rekursywnym rozkladem a priori Q i rekursywng funkcjq 7. Wowczas zachodzi
warunek (63).

Przedstawiony dowod tego faktu nie odwoluje si¢ do rozlacznosci zbioréw Lpjg, ktérej nie udato mi
sie wykazac.

Monografia (H): Ksiazka ta stanowi przeglad wybranych zagadnien z teorii informacji, statystyki
i informatyki teoretycznej, ktore powigzane sa kwestia kwantyfikacji informacji. Wybo6r dyskutowanych
probleméw jest oryginalny, a ksigzka obejmuje pewne zagadnienia nie omawiane gdzie indziej, takie
jak entropia nadwyzkowa proceséw stacjonarnych i obliczeniowa optymalnosé wnioskowania bayesow-
skiego.

Pojecie entropii nadwyzkowej wprowadzono w rozdziale 4. Jest ona zdefiniowana jako informacja
wzajemna miedzy przesztoscig a przysztoscig procesu stacjonarnego
- 0
E= lim I(X?,,; X7), (67)
gdzie I(X° +1; X7) to informacja wzajemna miedzy przylegtymi blokami diugodci n (Crutchfield i
Feldman, 2003). Nastepnie pokazano, ze entropia nadwyzkowa jest granicznym odchyleniem entropii
blokowej od jej asymptotycznie liniowego wzrostu, tzn.
E = lim [H(XT) — nh], (68)
n—o0
gdzie H(XT') to entropia blokowa, a h = lim,_,~, H(X]")/n to intensywnos¢ entropii. Ponadto, w roz-

dziale 5. podano wzér na entropie nadwyzkowsa procesu gaussowskiego. Mianowicie, przy odpowiednich
warunkach zachodzi

2

1 d
E=— —1 d(Re z)d(I 6
s /| L log(2)| d(Re2)d(Im 2), (69)
gdzie funkcja 1 dana jest wzorem
1 1 [™ e 4z
$(2) = exp [2h<z>] b =g [ o () (70)

dla |z| < 1, a f to gestosé¢ spektralna procesu. Wynik ten jest konsekwencja twierdzen, ktore podali
Grenander i Szeg6 (1958, sekcje 1.1, 1.13, 1.14, 5.5).

Obliczeniowa optymalno$¢ wnioskowania bayesowskiego omawiana jest w rozdziale 15. Zagadnienie
to zostalo dokladniej przedstawione w niniejszym autoreferacie w omoéwieniu pracy (G), wiec nie
omawiam go tutaj.

Pozostale zagadnienia omawiane w monografii (H) obejmuja problemy dyskutowane w innych
ksigzkach, takie jak: wprowadzenie do teorii informacji, intensywno$¢ entropii, twierdzenie ergodycz-
ne, twierdzenie Shannona-McMillana-Breimana, uniwersalno$é¢ kodu Lempela-Ziva, wprowadzenie do
statystyki, rodziny rozktadéw wyktadniczych, wlasnosci estymatora najwiekszej wiarogodnosci, infor-
macja Fishera, wnioskowanie bayesowskiej, algorytm EM, modelowanie maksimum entropii, ztozonosé
Kolmogorowa i jej zwigzki i analogie z entropia oraz rézne charakteryzacje ciagéw losowych w sensie
Martina-Lofa.

Wybrane zagadnienia z ksiazki (H) byly wykorzystane jako tre$¢ wykladu monograficznego dla
studentow matematyki stosowanej. Z tego powodu kazdy rozdzial zawiera liste ¢wiczen, a rozwigzania
niektérych z nich podano na koficu monografii.
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