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Computable Prediction of Infinite Binary Sequences
with Zero-One Loss

Jednym z najciekawszych probleméw podjetych przez matematyke XX wieku jest proba wyjasnienia
zjawiska losowosci. Andriej N. Kolmogorow, ktorego ksiazka z 1933 r. data aksjomatyczne podstawy
nowoczesnemu rachunkowi prawdopodobienstwa, w latach 1960-tych zaproponowal nowe podejscie do
pojecia losowosci, ktorego rdzeniem jest proces algorytmiczny. Jego idee (a takze innych wybitnych ma-
tematykow, m.in. Claude’a Shannona, Alonzo Churcha, Pera Martina-Loéfa i in.) daly asumpt do rozwoju
fascynujacej dziedziny badar, w ktorej matematyczna interpretacje zyskuja takie intuicyjne opozycje jak
losowos¢ ws. struktura, ztozonosé vs. prostota, chaotyczno$é vs. przewidywalnosé. Dziedzina ta obejmuje
wiele nurtéw rozwijanych wspoétczesnie przez rozne spotecznosci naukowe (m.in. logikow matematycznych,
probabilistow, teoretykow informatyki), przy czym szczegdlnie cenne wydaje sie przerzucanie mostow i
taczenie potencjatu réznych teorii.

Rozprawa Tomasza Steifera ambitnie wchodzi w ten nurt badan, ktory do tej pory (wedlug mojego ro-
zeznania) byt w Polsce malo obecny. Tematem pracy jest zagadnienie algorytmicznej (nie)przewidywalnosci
kolejnych bitéw ciggu losowego i w szczegdlnosci zwigzki tej wlasnosci ze ztozonosciag badanego ciggu w
sensie hierarchii arytmetycznej. Jak stwierdzaja w swojej monografii Downey i Hirschfeldt (ref. [12] w
pracy), sposrod trzech paradygmatow okreslajacych algorytmiczng losowosé nieprzewidywalnosé jest byé
moze tym najbardziej intuicyjnym (obok paradygmatu ztozonosciowego i teorio-miarowego). Rozprawa
pana Steifera wnosi do tego zagadnienia wiele ciekawych wynikéw — czasem nieoczekiwanych, a takze
otwiera $ciezki do dalszych badan.

Wyniki rozprawy

Praca poprzedzona jest wstepem i obejmuje trzy czesci. Czes¢ pierwsza (Preliminaries) przedstawia pod-
stawowe pojecia uzywane w pracy zaczerpniete z teorii obliczen, arytmetyki i teorii prawdopodobienistwa.
Wprowadzone jest tez kluczowe dla rozprawy pojecie predyktora.

Czesé druga (Prediction of individual sequences) liczaca 30 stron stanowi gtowny trzon pracy i przynosi
najwazniejsze wyniki. Ogolnie interesujemy si¢ przewidywaniem kolejnych bitéw nieskonczonego ciagu
x przy pomocy funkcji obliczalnych operujacych na stowach skoiiczonych, a wiec w szczegdlnosci na
prefiksach ciggu x.

W podrozdziale 4.1 autor wprowadza i poréwnuje ze sobg trzy pojecia nieprzywidywalnosci okreslanej
tu jako stochastycznosé (stochasticity). Poczawszy od najogolniejszego, jest to stochastycznosé w sensie
Ker-I Ko, w sensie Churcha i w sensie Martina-Lofa. Autor przytacza znane wyniki, m.in. konstrukcje
Ville’a ciggu stochastycznego w sensie Churcha, przy pomocy ktorej rozroéznia dwa pierwsze pojecia. W
podrozdziale 4.2 r6zne warianty stochastycznosci sa scharakteryzowane w jezyku martyngatéw. Podroz-
dzial 4.3 przynosi pierwszy istotny oryginalny wynik autora, a zarazem jest to przerzucenie mostu miedzy
zagadnieniem stochastycznosci a teorig obliczen. Autor stawia pytanie, jak ,proste”, czy inaczej jak bar-
dzo konstruktywne — w sensie stopni Turinga i hierarchii arytmetycznej — moga by¢ ciagi stochastyczne
w sensie powyzszych definicji. (Zlozonos¢ ciggu bitow rozumiemy tu jako zlozonosé zbioru, ktorego jest
on funkcja charakterystyczng.) Ze znanych faktow wynika, ze zlozonos$é ciagu stochastycznego w naj-
silniejszym sensie Martina-Lofa moze siggna¢ (w dot) klasy AY, ale nie ¥Y. Nie wyklucza to jednak
istnienia ciggu o ztozonosci XY stochastycznego w (stabszym) sensie Ko. Autor obala to przypuszczenie
wykazujac, ze zaden ciag stochastyczny w sensie Ko nie moze leze¢ w klasie XY (Theorem 92), ani nawet
na zadnym skoriczonym poziomie hierarchii Jerszowa (Theorem 100). Dowod polegajacy na konstrukeji
odpowiedniego predyktora jest bardzo pomystowy.

W rozdziale 5 (Unstable prediction) autor podejmuje pytanie o zlozono$é arytmetyczna ciagow A,
ktore nie s stochastyczne, ale odznaczaja sie nieregularnoscia innego rodzaju: dla zadnego predyktora



f $rednia liczba btedow nie jest okreslona (poniewaz liminf, . ((f, AT) < limsup,,_, . ¢(f, AT)). Ciagi
takie okreslane sa jako not error stable; powiedzmy: o niestabilnym btedzie. Na wstepie autor wskazuje
wlasnos¢ teorio-rekurencyjna (weak genericity), ktora implikuje niestabilnos¢ bledu. Gléwny wynik roz-
dziatu (Theorem 106) pokazuje, ze ciagi o niestabilnym bledzie mozna znalezé juz w klasie X9, Jest to by¢é
moze najtrudniejsze i najbardziej oryginalne twierdzenie pracy. Wynik otrzymany jest w dwoch krokach:
najpierw autor wykazuje istnienie odpowiedniego ciagu o ograniczonym stopniu Turinga ( Theorem 105),
co juz jest nietrywialne, a nastepnie ,poprawia” konstrukcje do efektywnej (Theorem 106) uzywajac w
bardzo subtelny sposob techniki priorytetow znanej z dowodu twierdzenia Friedberga-Mucznika.

W kolejnym rozdziale 6 (Optimaility) autor zajmuje sie poréwnywaniem predyktoréw ze wzgledu na
wartosé btedu ((f, A). Oczywiscie z uwagi na symetrie mozemy zalozy¢, ze ta wartosé lezy w przedziale
[0, %] Autor wykazuje, ze dowolna liczba rzeczywista w tym przedziale moze by¢ wartoscia ((f, A) dla
optymalnego predyktora pewnego ciaggu A. Z drugiej strony optymalny predyktor moze dla pewnego ciggu
A nie istnie¢, nawet jesli istnieje ,,optymalna warto$¢” r, ktora moze by¢ dowolnie blisko przyblizana przez
C(f,A)>r.

Czesé druga rozprawy zamyka rozdziat 7, w ktorym autor omawia pewne alternatywne podejscia do
zagadnienia przewidywalnosci i porownuje je z rezultatami swojej pracy. Pojecie przewidywalnosci za-
proponowane przez Kohtaro Tadakiego generuje klase ciaggow, ktora lezy Scisle pomiedzy klasa ciagéw
stochastycznych w sensie Churcha a analogiczna klasg w sensie Ko; Scistosé tych zawieran autor wykazuje
konstruujac dwa nietrywialne kontrprzyktady. Autor konstruuje tez przykilad wykazujacy rozbieznosé
omawianych pojeé¢ w innym aspekcie: ciag o niestabilnym btedzie, ktory w sensie Tadakiego jest przewi-
dywalny z bledem 0. Z kolei autor rozwaza pojecie ,zgrubnej obliczalnosci” (coarse computability), jakie
zaproponowali Carl G. Jockusch Jr. i Paul E. Schupp. W sensie tej definicji ciag obliczany jest dla —
moze nie wszystkich, ale — dla stosunkowo gesto roztozonych bitéw, co w naturalny sposéb prowadzi do
konstrukcji predyktora. Autor wykazuje jednak, znow przez pomystowy kontrprzyklad, ze taki predyktor
moze nie byé optymalny nawet jesli metoda zgrubnego obliczania byta optymalna.

Omawiajac wyniki tej czesci doktoratu warto podkresli¢ erudycje i zmyst syntezy autora. Pojecie
stochastycznosci w sensie Ko nie bylo dotad (wg mojej wiedzy) badane z punktu widzenia ztozonosci
arytmetycznej; we wspomnianej wyzej monografii Downeya i Hirschfeldta praca Ko (skadinad wysoko
cytowana) nie jest nawet wspomniana, podobnie zreszta jak podjescie Tadakiego i zgrubna obliczalnosé.
Tymczasem wszystkie te pojecia zestawione razem stanowia przekonujacy zrab matematycznej teorii
przewidywalnosci.

Trzecia czes¢ rozprawy (Prediction in probabilistic framework) przerzuca kolejny most: miedzy al-
gorytmiczng teoria losowosci a teorig prawdopodobieristwa. W rozdziale 8 (Randomness and nonuni-
form measure) autor poszukuje efektywnych wariantéow znanych twierdzenn probabilistycznych, co jest
rozumiane jako zastapienie kwantyfikatora ,dla prawie wszystkich ciagdéw” przez ,dla wszystkich ciagow
losowych” (w okreslonym sensie). Z uwagi na postaé¢ wyjsciowa rozwazanych twierdzen, wczesniejsze de-
finicje losowosci zostaja rozszerzone na ciagi bitow nieskoriczone w obie strony rozumiane tu jako funkcje
Z — {0,1}*. Autor przytacza znane wyniki; na przyktad znana réwnowaznosé testow Martina-Lofa i te-
stow Solowieja (Solovay tests) moze by¢ interpretowana jako efektywna wersja Lematu Borela-Cantellego.
Z kolei autor przedstawia efektywna wersje twierdzenia Dooba o zbiezno$ci martyngaléw i twierdzenia
ergodycznego Breimana. Rezultaty te sa niewatpliwie ciekawe, cho¢ dla czytelnika przychodzacego z
obszaru logiki i teorii obliczenn (jak obecny recenzent) przydaloby sie jakies wyjasnienie motywacji dla
takich efektwynych wariantéw twierdzen i umiescito je w szerszym kontekscie. W szczegolnosci nasuwa
si¢ pytanie (nieco w duchu Martina-Lofa): czy ,typowe” twierdzenie z probabilistyki da si¢ zawsze uczyni¢
efektywnym?

Rozdzial 9 (Lower bounds for zero-one loss) przedstawia dolne ograniczenie na blad predykeji wyni-
kajace z teorii miary prowadzace do optymalnej strategii, ktora jednak na ogél nie jest obliczalna. W
kolejnym rodziale 10 (Universal prediction) autor pokazuje, ze obliczalna strategia optymalna istnieje dla
stacjonarnych proceséw ergodycznych; dokladniej, strategia ta jest optymalna dla kazdej miary i ciagéw
losowych w sensie tej miary. Dowod tego twierdzenia wykorzystuje zaawansowane fakty z teorii proceséw
ergodycznych, ale tez oryginalne pomysty autora.

Ostatni rozdzial 11 (Optimality) przedstawia probabilistyczna wersje wyniku z rozdziatu 6 (pod tym
samym tytulem) z czesci drugiej, a mianowicie istnienie ciagu, dla ktérego optymalna wartosé (réwna 0)

1Czyli nieco inaczej niz w teorii automatéw na, bi-nieskoriczonych stowach, gdzie nie wyréznia sie punktu 0.



mozna — w tej wersji twierdzenia prawie na pewno — dowolnie przyblizaé, ale nie mozna jej osiagnaé.

Uwagi o prezentacji

Praca napisana jest zwiezle, co ogblnie uwazam za zalete. Dowody podane sg precyzyjnie. Odniostem
jednak wrazenie, ze autor zalozyl znaczna wiedze czytelnika — nieco wigcej wyjasnienn intuicyjnych, a
zwlaszcza przykladow dla wprowadzanych nowych poje¢ uczynitoby lekture latwiejsza. Pewnym man-
kamentem jest kilka drobnych niescistosci, ktore dostrzegtem i wszystkie wyjasnitem w korespondencji z
autorem, jednak z obowiazku recenzenta odnotowuje ponizej.

Definition 64. Powinnno by¢ Sy(x,n) =, _, Tsp(z,n)+1 (regula selekcji wskazuje nastepny bit).

Stwierdzenie w tekscie poprzedzajacym Proposition 90: ...the class of 1-random sequences is, in
fact, TIY jest chyba na wyrost (?); Downey i Hirschfeldt stwierdzaja jedynie, ze klasa ta jest £9 (por. [12],
Proposition 8.1.1), co jednak wystarcza dla Proposition 90 (ktore w cytowanym w tym miejscu [12] jest
obecne jako Proposition 8.1.2).

W Lemma 99 zapewne powinno by¢ for all n € N (nie z), a odnosnik w dowodzie Theorem 100
prowadzi do Lemma 99 (nie Lemma 1).

Definition 102. Mialo by¢, ze zbiér A spotyka (meets) kazdy gesty zbior stow klasy Y. (Zbior
stow jest gesty, jesli kazde stowo posiada rozszerzenie w tym zbiorze.) Wszelako zbiér konstruowany w
dowodzie Proposition 103 ma te wlasno$¢, wiec dowdd jest poprawny.

1 (AT) 0

poy =

W dowodzie Proposition 123 w punkcie Verification notacja powinna by¢ lim,,_,
Definition 128. Mialo by¢ liminf,, ., H=m/0=4d _ .

Powyzsze usterki moga by¢ tatwo poprawione i nie obnizaja wartosci pracy.

Jeszcze uwaga co do jezyka angielskiego. Nie uwazam sie wprawdzie za eksperta, ale znana mi prak-
tyka jest taka, ze w tekstach matematycznych dominuje czas terazniejszy (present tense); czas przyszly
uzywany jest jedynie wtedy, gdy specjalnie chcemy zaznaczyé, ze co$ zostanie zdefiniowane lub udowod-
nione dopiero pozniej. Tymczasem autor uzywa czasu przyszlego niemal przez default, co zwlaszcza w
definicjach (we will say, let. .. will be) jest raczej niespotykane. Zachecam autora do zbadania tej kwestii?.

Ocena pracy i konkluzja

Jak juz argumentowalem powyzej, rozprawa doktorska Tomasza Steifera zawiera szereg trudnych i waz-
nych wynikow matematycznych. Autor wykazal sie biegloscia w technikach teorii obliczeni, a takze twor-
cza znajomoscia innych dziedzin, m.in. rachunku prawdopodobienistwa i teorii ergodycznej. Szczegbdlnym
walorem pracy jest — jak wspomnialem — przerzucanie mostéw miedzy teoriami i umiejetnosé laczenia
rozproszonych pojeé i idei w spojny obraz. Nalezy tez podkresli¢ ambitny wybéw tematu, ktéry w na-
szym kraju nie ma wielu prekursorow. Wyniki pracy zostaly czesciowo opublikowane w dwoch pracach
z dr. Dariszuem Kalociriskim (promotorem pomocniczym) w czasopi$mie (z listy A) Mathematical Logic
Quarterly i na konferencji 2019 IEEE International Symposium on Information Theory; konferencja ta
ma w rankingu CORE range B (good), ale tu rowniez nalezy doceni¢ wejscie polskich autorow w nowa
spolecznosé naukows.

Podsumowujac, stwierdzam, ze praca pana Tomasza Steifera spelnia w zupetnosci ustawowe i zwycza-
jowe wymagania stawiane rozprawom doktorskim i wnosze o dopuszczenie doktoranta do dalszych etapow

przewodu doktorskiego.

Cieszyn, 17 czerwca 2020 Damian Niwinski

2Zob. np. https://ell.stackexchange.com /questions /97918 /we-prove-or-we-will- prove-in-mathematical- papers.
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